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Am Nachmittage des 26. April starb unerwartet Herr L. Fuchs, der 
verdienstvolle Herausgeber dieser Zeitschrift. Seit dem Jahre 1861 war 
der Dahingegangene ein eifriger Mitarbeiter des Crelleschen Journals; durch 
den Abdruck seiner grundlegenden Abhandlung „Zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen, deren Üoeffieienten rationale Funetionen einer Ver- 
änderlichen sind“, wurde zuerst die allgemeine Aufmerksamkeit der Mathe- 
matiker auf den jungen Gelehrten gelenkt, welcher hier der Analysis ein 
neues fruchtbares Gebiet erschloss. Die achtundzwanzig grösseren und 
kleineren Arbeiten, welche diese Zeitschrift ihm verdankt, bilden einen 
grossen und schönen Theil seiner eigenen Lebensarbeit, und können mit 
zu dem Werthvollsten gerechnet werden, was das Crellesche Journal in 
der zweiten Hälfte des vorigen Jahrhunderts veröffentlicht hat. 

Es ist hier nicht der Ort, die wissenschaftlichen Arbeiten des Dahin- 
gegangenen nach Verdienst zu würdigen. In einem der nächsten Bände 
werden aber die Leser des Journales eine eingehende Schilderung seines 
Lebenswerkes finden. Hier soll nur dem Danke für seine zehnjährige 
verdienstvolle Thätigkeit als Herausgeber des Crelleschen Journals Ausdruck 
gegeben werden. | 

Von dem vorliegenden Bande ab ist die Leitung dieser Zeitschrift 
mir übertragen worden, und zu meiner grossen Freude haben die Herren 
Frobenius, Hettner, Knoblauch, Lampe, Schottky und Schwarz sich bereit er- 
klärt, mich bei dieser schweren und verantwortungsvollen Aufgabe durch 
ihre Mitwirkung zu unterstützen. Ich werde meine beste Kraft daran 
setzen, dass das „Journal für die reine und angewandte Mathematik“ weiter 
die Wege gehe, welche ihm durch seine früheren Leiter Crelle, Borchardt, 
Weierstrass, Kronecker und Fuchs vorgezeichnet sind, und ich möchte gleich- 
zeitig an alle Forscher auf dem Gebiete der Mathematik die Aufforderung 
richten, die reifen Ergebnisse ihrer Untersuchungen dem Journal für Mathe- 
matik zur Veröffentlichung anvertrauen zu wollen. 


Berlin, den 1. October 1902. 
Kurt Hensel. 
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Ueber eine Anwendung der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen in der Variationsrechnung. 


(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


Das Verfahren, die zweite Variation eines einfachen Integrales mit 
einer zu ermittelnden Funetion zu untersuchen, welches Jacobi im 17. Bd. 
dieses Journals in den Grundzügen gegeben hat, ist bekanntlich von Hesse 
im 54. Bd. dieses Journals ausführlich entwickelt worden. An diese Unter: 
suchungen von Jacobi und Hesse knüpft die vorliegende Abhandlung an und 
bringt mit denselben die Theorie der linearen Differentialgleichungen mit ana- 
Iytischen Funetionen als Coeffieienten in Verbindung. 

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen sei f(z,y,y’,...,y”), & 
die unabhängige reelle Variable zwischen den Grenzen a und 5, y die un- 


n Ä , d’ı ' n ’ 
bekannte reelle Function von &, y’’ = Zur Die gesuchte Funetion y wird 


aus der Differentialgleichung, die durch Nullsetzen der ersten Variation des 
Integrals hervorgeht, durch Integration erhalten, die eingehenden Constanten 
seien den Endbedingungen gemäss bestimmt. ‚Jn einem Streifen in der 
Constructionsebene der complexen Variablen x, der die Strecke auf der 
Axe des Reellen von a bis 5 im Innern enthält, sei die gefundene Funetion 
y eine einwerthige und stetige analytische Function von x. Dasselbe sei 
in Bezug auf die Funetionen ER ayare 
of 


fe) y®) Oo ym) 


der Falle Die Jacobische 


Bedingung sei erfüllt, dass auf der Strecke von a bis 5 nicht 


verschwindet. 
Journal für Mathematik Bd. COXXV, Heft 1. 1 
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Unter dieser Voraussetzung lässt sich auf Grund einfacher Er- 
wägungen aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit ana- 
Iytischen Funetionen als Coefficienten von vornherein Folgendes erkennen: 


Es bestehen zu der gefundenen Curve y immer Scharen unendlich be- 
nachbarter Curven, so dass das vorliegende Integral für die Curve y ein 


Maximum bezüglich Minimum (gemäss dem Vorzeichen von za) wird, 


und zwar haben im allgemeinen die Scharen der Nachbarcurven von y diese 
Eigenschaft. 


Dies wird in der ersten Abtheilung gezeigt werden. In der zweiten 
Abtheilung wird nachgewiesen, dass das Entsprechende auch für die iso- 


metrischen Aufgaben gilt. In der dritten Abtheilung wird das Vorstehende 
auf Beispiele angewandt. 


Erste Abtheilung. 
L 


Angabe der hier vorkommenden Sätze von Jacobi und Hesse. 


Es liege das Integral vor 


(1) [ ray, y®,....y)de, 


0 FE 8 
f eine reelle Function von z, y, y'’ bis y”, wo y” = TH ist, a und 5 reell. 


Für y wird gesetzt y+ ez. e ist eine in der Nähe von Null variirende 
reelle Grösse, 3 eine beliebige reelle Function von x, welche von a bis b 
endlich und stetig bleibt; ebenso beschaffen seien die Ableitungen von z 
nach x bis zur 2»-ten Ordnung, in welcher Ordnung dieselben vorkommen. 
z soll mit seinen n—1 ersten Ableitungen für = a und 5b verschwinden. 


Wenn für &=0 ein Maximum bezüglich Minimum des Integrales (1.) 
eintreten soll, so muss der erste Differentialquotient des Integrales nach e, 
die erste Variation, für e=(0 verschwinden. Dieses führt in bekannter 
Weise (vergl. Hesse 1. ec. S. 231) auf folgende Differentialgleichung, worin 


of FR 
(2.) al (Yy”) 
gesetzt ist: 


EN EN = 0 








Eee 
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. . . D 5 < o’f . 
Diese Differentialgleichung ist 2»-ter Ordnung, wenn :PIOEIT nicht 
C voy“” 


verschwindet, was im Weiteren als Bedingung gefordert wird. Aus dieser 
Differentialgleichung soll y als reelle Function von x mit 2» Üonstanten 
hervorgehen. Die Constanten seien so bestimmt, dass die gegebenen reellen 
Grenzwerthe von y und seinen a—1 ersten Ableitungen in 2e=aundb er- 
halten werden. 

Der zweite Differentialquotient des Integrals (1.) nach &, die zweite 
Variation, wird durch folgenden Ausdruck gegeben. Es sei 


i o°’f 
(4.) > EEE 
oy pP’ oy“ı Pg 
m” d’z 
D. —e 2 
( ) dx' 
und 
6) 2y = 4u33 + 2a, 323” +a,3” 2" 


+. +2a,_,.2” 2” +a,,3” 3” 


gesetzt, so wird der zweite Differentialquotient 


(7.) 2 f vd. 


Dieser Differentialquotient soll für e= (0 bei den verschiedenen 
Funetionen 3 ein und dasselbe Vorzeichen haben. Dieses Vorzeichen ent- 
scheidet in der Taylorschen Entwicklung des Integrales (1.) nach Potenzen 
von e mit dem Restgliede bei e, ob ein Maximum oder Minimum eintritt. 


b 
Das Integral [ vdz für e= (0 wird, weil z mit seinen z—1 ersten 
a 


Ableitungen für x = a und b verschwindet, gleich folgendem Integrale. Es 
werde 


(8.) SU = ya 
gesetzt und 


Ä BREI ER Na BRETTEN 
ie) -;, MN) el) 
(9.) 


d ’ 


dx” 





—— 0 0 0 (— 1 y un" lr)\ — w fn\ 
j ran / D) 


7 


ı* 
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so wird 


(10.) 2 [ wda = [ 3%) de, 





(Hesse ]. c. S. 231, 247) und es kommt weiter auf die Behandlung von 
(11.) [3sF(a)da 


d 


an. 
Der Differentialausdruck 2r-ter Ordnung (9.), worin z beliebig ge- 
lassen wird, lässt sich immer auf die Form 


d d’ ‘ / n d” n 
(12.) Y,2 - A, FA + 3 A, ne (— 1) 2 U, z' ) 


bringen (Hesse 1. ce. S. 236). Durch Gleichsetzen der Coefficienten gleich 
hoher Ableitungen von z in (9.) und (12.) ergeben sich die Grössen 
A,, A,_, bis A, successive eindeutig als ganze rationale Ausdrücke der 
Grössen a,, (4.) und ihrer Ableitungen nach x bestimmt. Es ist, wenn 


d’ Ayg 
) or (r) B 
der 7%, gesetzt wird, 
’ | AU, ae Ans 
(13.) 9 () (2) n „(n) 
YA, = Ay— GA +a — (— 1) A,» 
Es werde für z 
(14.) a = u2, 
. | du i rn) dx, (r) . 
eingesetzt. ,_, Sei durch u, a durch 2!” bezeichnet, also 


3) = u") z +uz() etc. 


Hierdurch geht die Function (6.) 2w der Grössen z, 3” bis 2” in eine 
Function 2, der Grössen z,, s(” bis 3” über. Der Coefficient von 2(” z(” 
in 2, ist 
(15.) a, u. 
Der (8.) und (9.) entsprechende Differentialausdruck 


3. Br 2 
v (2,) -Zz v, (31) + de? w (231) 


T 


en dry. (6) 
EHEN a 


dem 
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kann entsprechend (12.) auf die Form 


nn d d’ d"” 
(17.) 9,3; u I aD + R,z” — . ( 1)" | B,2” 


dx’ 
gebracht werden. 


Man geht nun von dem Differentialausdrucke (12.) aus — derselbe sei 
jetzt durch 7(z) bezeichnet — und hat also weiter das Integral 


(18.) [ »P()de 
zu behandeln. 7(z) stimmt mit der Form (9.) überein, wenn für 2 w(z) 
gesetzt wird 

(19.) 2 y=U3’+ A, (a) +; (3) + U, 

Nun wird aus (19.) 2 w durch die PTER (14.) z=uz, der Aus- 

druck 2 w, gebildet und aus diesem die Ausdrücke (16.), (17.), wodurch 
die Grössen ®, bis ®, bestimmt sind, und gemäss (13.) und (15.) 

(20.) B,=-NA,w = a, u 


ist. Es werde 


a 


Ba Bar 

21.) 
n— | 

ee 2) ums d" Da „(n) Z ww f 
4 dx" l n | 





gesetzt, wo also 7, (z{'’) in Bezug auf 3,’ ein Differentialausdruck 2 (n— 1)-ter 
Ordnung ist. Dann besteht bei beliebigen » und z, die Relation 


0 1 . 
(22.) u P(2)-3 P(u) = — _p, (21) 


d.r 
(Hesse, 1. ce. S. 241, 242). 

Jetzt wird in dem Integral (18.), worin #(z) der lineare Ditferential- 
ausdruck (12.) 2n-ter Ordnung ist, 3=uz, gesetzt und für # ein Integral 
der Differentialgleichung (u) = (0 genommen. Hierbei sei vorausgesetzt, 
dass dieses Integral « auf der Strecke x von a bis 5 reell, endlich und 
stetig ist und dort nirgends verschwindet. z ist nun die bei (1.) ange- 
gebene Function von z. z, verschwindet dann mit den n—1 ersten Ab- 
leitungen für 2e=a und 5b. Vermittelst der Relation (22.) wird das In- 
tegral (18.) 


(23) Ss Ple)de = [3 uPl)de= [ 39 (aM) dr. 


« 


a a 1 
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Das Integral 


(24.) [39 #,(s) de 

ist von derselben Art, wie das Integral (18.) und wird in derselben Weise 
behandelt. #,(z{”) ist der lineare Differentialausdruck (21.) 2(na—1)-ter 
Ordnung in Bezug auf 3”. Es wird 2 = vo! 2) gesetzt. #,(2(”) sei der 
lineare Differentialausdruck 2(»—2)-ter Ordnung in Bezug auf z{”, der aus 
P,(z}’) durch die Substitution 2 = v(”’z!” gerade so entsteht, wie #, (2) 
dureh die Substitution z = uz, aus 7(z) entstanden ist. Dieser Differential- 
ausdruck #, (2?) sei 








3 d EB 
&,2: — ry- 8,2: + Zar 6,2%” 
(25.) ne d"? $&,„ 21") 2) 
| —— 0 0 ® (— 1) de: rd r, (25 ), 
worin 
(26.) 6,=B, (0) 
ist. Dann besteht bei beliebigen el und z(” die Relation 
5 
7 Y N Ir d 9% 
RT) EEN)=-  e) 


Nun sei 0!’ ein Integral der Differentialgleichung #,(e{’)=0. Hierbei 
gilt wieder die Voraussetzung, dass dieses Integral ol” auf der Strecke x 
von a bis b reell, endlich und stetig sei und dort nirgends verschwinde. In 
dem Integrale (24.) ist 3(” der erste Differentialquotient von z,, und z, durch 
3 = uz, aus 3 entstanden, wo z die bei (1.) genannte Function ist. 2” 
verschwindet also mit den n—2 ersten Differentialquotienten für x = a und b. 
Aus dem Integral (24.) entsteht nun mittelst der Relation (27.) 


Ab BRAND oo Bi. 
28) [ PRraMde= [ DW PrMdr-= [ 3 A (sd) de. 


da n a a 


Es ist gemäss (13.), (20.), (26.): 


| 0°f | } 
‘ m u ns 5 2 EN (1)\2 
(29.) U, ur oe oym) oym? D, — And, ß, — In (u 2 ) n 
In derselben Weise ist fortzufahren immer unter derselben Voraus- 
setzung wie bei «, v!’ in Bezug auf die neu eintretenden Integrale der suc- 
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cessive auftretenden linearen Differentialgleichungen. Man erhält nach der 
n-ten Transformation das Integral (18.) durch den Ausdruck 


h 
(30.) [ a (u w®...2)’ da 


a 


gegeben (Hesse 1. c. S. 248). Es bestanden also die Substitutionen 
(31.) s= 03, N, Pen) 3 etc, 

wo u, ve”, w® etc. bezüglich Integrale der » linearen Differentialgleichungen 
(32.) F)=0, PFEN)=-0, #,(3P)=0 etc. 


waren, 7(z) der Differentialausdruck (12), %,(z)') der Differential- 
ausdruck (21.) 


u R 
(33.) uP() = — => (s)”), 
P, (2) der Differentialausdruck (25.) 
(34.) eo) P, (3) = — iz P:(3:) ete. 


Es werden aus den Functionen (31.) die a Functionen gebildet 
| u=u, 


e=u [ dx, 
(35.) wen 
e—u / dze" / w®de, 





| 


Die Determinante dieser » Funetionen und ihrer n—1 ersten Ab- 
leitungen 


u)... „(? 


(1) „iR-)) 
(36.) ev’...t 2 


vw)... wer 
ist 
> Ye) -— nn HiR—1 („Bin —2 ,,. 
(37.) A,=u. (vi) (Wr) 


Sodann geht aus (31.) hervor 


(38.) = u/ de oe” / da wi” [... / aWde. 
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Die Determinante der a+1 Functionen (35.) und (38.) und ihrer 
r ersten Ableitungen | 


u u’ u”) 

vv)... vo” 
BT u 
(39.) vw ww)...” | 


TE LAGER Von, 
ist 
Se A = ut (WO... ai. 
Daher ergiebt sich der in dem Integrale (30.) vorkommende Ausdruck 
| Nu JAN 
(41.) uw..." = AL; 


Aus den Differentialgleichungen (32.) mit den Beziehungen (31.), 
(33.), (34.), ete. folgt in Bezug auf die Functionen (35.) dieses. « sei irgend 
ein Integral der Differentialgleichung 7 (z) = 0, und in einem Gebiete, wo 
a nicht verschwindet, mit « der Differentialausdruck 7, (z}) gebildet. Nun 
sei »| irgend ein Integral von 7, (zi’) = 0 und in einem Gebiete, wo 
vo)’ nicht verschwindet, mit vo’ der Differentialausdruck %#, (2) gebildet. 
Alsdann sei «‘” irgend ein Integral von #,(z25”) = 0 ete. Dann sind 
gemäss (31.), (33.), (34.) ete. die Funetionen (35.) u,v,w ete. n Inte- 
erale der Differentialgleichung 2r-ter Ordnung 7(z)=0 (Hesse |. ce. 
S. 249, 250). 

2. 


Anwendung der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 

Aus der T'heorie der linearen Differentialgleichungen mit analytischen 
Funetionen der unabhängigen Variablen x als Coefficienten und einer ab- 
hängigen Variablen kommt hier der Grundsatz in Anwendung: 

In einem einfach zusammenhängenden Gebiete der Uonstruections- 
ebene der complexen Variablen x seien die Coefficienten der Differential- 
quotienten einwerthige und stetige analytische Functionen von x, der 
Goefficient der höchsten Ableitung gleich 1. Dann hat die homogene lineare 
Ditferentialgleichung mter Ordnung ein Integral, welches in diesem Gebiete 
eine einwerthige und stetige analytische Function von x ist und in einem 
Punkte innerhalb dieses Gebietes mit den m—lersten Ableitungen vor- 
seschriebene Werthe besitzt und hierdurch eindeutig bestimmt ist. 
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Es seien » linearunabhängige in einem Gebiete = einwerthige und 


stetige analytische Funetionen y,, y; bis y,. Dieselben werden auf die Form 


gebracht 
yı — ®,. 
Yyı = Pı Ye: de, 
(1.) Y»=ov, /dx v, /v; dx. 





y„=o, /dz dv, (di v; EN fo. de. 


wo in jedem Theile des betrachteten Gebietes von z es auch einen solehen 
Bereich giebt, in dem die o nirgends verschwinden. da die y linear- 
unabhängig sind. Aus den Ausdrücken der ® 


ä. F di dy = 2 EL 
‘) h) — R. En &_ oo == nn ; <a — 4 it 
(2.) “ dx v, ' % dzv, dıp, ’ d dz v, dev, dev DB 


. le (x m x 
geht alsdann hervor, dass dieselben die Form 2 ) haben, wo (x) und w(x 
vi ET, =, 


) 
in dem ursprünglichen Gebiete von x einwerthige und stetige analytische 
Funetionen sind, die nicht identisch verschwinden. In einem einfach 
zusammenhängenden Gebiete S, die Begrenzungseurve einbegriffen, welches 
innerhalb des vorhin betrachteten einfach zusammenhängenden Gebietes von 
x liegt, werden die Functionen z(z) und w(x) in einer endlichen Anzahl 
von Punkten Null. Daher werden die Grössen e in S auch nur in einer 
endlichen Anzahl von Punkten Null oder unendlich. 


Auf diesen Sätzen beruht die hier vorkommende Anwendung. 
Es lag N1(1.) das Integral 


(3. (| Fayy,..,y)de 
dA 


d’y 
da’ 
möge welcher die erste Variation des Integrales (3.) verschwindet, geht y 
als Function von x mit 2» Üonstanten hervor. Diese Constanten seien so 
bestimmt, dass y mit seinen Ableitungen bis zur (»— 1)-ten Ordnung für 
die reellen Werthe e = a und 5b gegebene reelle Werthe erhalte, y sei 
dann auf der Strecke x von a bis b eine reelle Function. 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 1. 2 


vor, y)’ = Durch Integration der Differentialgleichung N1 (5.), ver- 
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Jetzt wird folgende Voraussetzung gemacht: In einem Streifen T in 
der Constructionsebene der complexen Variabeln x, innerhalb dessen die 
Strecke auf der Axe des Reellen von a bis 5 liegt, sei die gefundene 
Function y eine einwerthige und stetige analytische Function von x; für 
x =a bis b ist y reell, daher überhaupt für reelle x in T. 


® R r dr on . . 
Die Werthe, welche y” = y, y'’ = -— = für x von a bis 5 annimmt, 


d 
mögen in dem Intervalle «"? bis A" liegen, « < B", Jede der Functionen 
3 _Af o°f 
(4.) f(®, Y; y”, .. y' N yo)’ Oym oy 
sei durch 
(8.) Play yr 2,4”) 


bezeichnet. # soll positiv (0) der Art sein, dass  (z,y,y'’,...,y”) eine 
endliche und stetige reelle Function der unabhängig genommenen Variablen 
xz,y,y"’ bis y'” ist, wenn x in dem Intervalle a bis 5, y in dem Intervalle 
@«—z bis ?+z, y” in dem Intervalle @”—x bis @&” + bleibt. 
Die Ausdrücke 
93 
(6.) En Sa 

in welche die gefundene Function y eingesetzt ist, sollen in dem Streifen 
T einwerthige und stetige analytische Functionen von z sein. 

Sodann wird zur Anwendung der in N1 vorgetragenen Jacobi- 

Hesseschen T'heorie vorausgesetzt, dass die Function 

(?.) a . 
auf der Strecke x von a bis b nirgends verschwindet. Diese Function 
bleibt dann auch wegen der Voraussetzung bei (6.) innerhalb eines Streifens 
wie T von Null verschieden. — 

Durch die genannte vor (7.) stehende Voraussetzung wird gegeben, 
dass die Differentiation des Integrales N1(1.) nach e durch Differentiation 
unter dem Integralzeichen zulässig ist, dass die erste Variation für e = 0 
verschwindet, und dass die zweite Variation für <= 0 durch das Integral N 1 (7.) 
und sodann durch das Integral N1(18.) ausgedrückt ist. Letzteres Integral 
ist nun weiter zu behandeln. 

In dem homogenen linearen Differentialausdruck N1(12.) #(z) 2nter 
Ordnung sind die Ooefficienten A in dem Streifen T einwerthige und stetige 


SE a. 
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analytische Functionen, der Coeffieient der höchsten Ableitung I, = a 
- oy )O 2 


ist innerhalb desselben Streifens von Null verschieden. Die homogene 


. . . . 1 Yrf . 4 2. . .. 
lineare Differentialgleichung yi Y(z) = (0) mit dem Coeffieienten der höchsten 


Ableitung gleich 1 hat daher innerhalb des Streifens T einwerthige und stetige 
analytische Functionen als Coefficienten der Differentialquotienten, welche 
Functionen von x von a bis b und daher überhaupt für reelle x in T reell sind. 

Es wird nun ein Integral # dieser Differentialgleichung genommen, 
welches für einen reellen Werth z innerhalb T mit seinen 2r—1 ersten 
Ableitungen reelle Werthe hat und daher als in 7 einwerthige und stetige 
analytische Function für reelle x in T reell ist. Mittelst « wird nach den 
Angaben N1(14.) bis (21.) der homogene lineare Differentialausdruck 
2(a—1)-ter Ordnung N1(21.) #,(zi’) gebilde. Die in demselben aut- 
tretenden Coefficienten ® sind in demselben Streifen T einwerthige und 
stetige analytische Funcetionen von z, welche für reelle x reell sind. Der 
Coeffieient der höchsten Ableitung ist Bd, = V,« und wird in einem Gebiete 
innerhalb T in einer endlichen Anzahl von Punkten Null. In T wird ein Gebiet 
genommen, in welchem 3, nicht verschwindet, welches ein Stück der Axe 
des Reellen enthält. In diesem Gebiete von x hat die homogene lineare 


DT) . . 1 772 / 5 \ . .. 
Ditterentialgleichung % P, (217) = 0 mit dem Coeffieienten der höchsten Ab- 


leitung gleich 1 Coeffieienten, die dort einwerthige und stetige analytische 
Funetionen und für reelle x reell sind. In demselben Gebiete von x wird 
dann ein Integral e{” letzterer Differentialgleichung genommen, welches für 
reelle x reell und eine einwerthige und stetige analytische Funetion ist. 
Mittelst o/’ wird in dem zuletzt betrachteten Gebiete von z der homogene 
lineare Differentialausdruck 2(»r — 2)-ter Ordnung N1(25.) #, (2%) gebildet. 
Die Coeffieienten & desselben sind dort einwerthige und stetige analytische 
Functionen, welche für reelle x reell sind. Der Coefficient der höchsten 
Ableitung &, = U, (uev!”)’. Dann wird in diesem Gebiete wieder ein solches 
Gebiet genommen, in dem 6, nicht verschwindet, welches ein Stück der 


Axe des Reellen enthält und von der Differentialgleichung © P,(3?) = 0 


n 


ein Integral ©’ genommen, welches für reelle x reell ist u. s. w. 


Vermittelst der auf diese Weise erhaltenen Functionen u, »,”, wi etc. 


De N 


werden die Ausdrücke N1(35.) vv, w ete, für reelle x reell hergestellt als 


*) IN 
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n linearunabhängige Integrale von #(z) = 0. Jedes dieser Integrale der 


Differentialgleichung = (z2)=0 ist innerhalb des Streifens T eine ein- 


n 


werthige und stetige analytische Function. Diese » Functionen sind durch 
N1(35.) auf die Form (1.) gebracht. Aus dem bei (2.) Gesagten ergiebt 
sich für die vorhin angegebenen Functionen x, v{’, w® ete., dass dieselben 
in T einwerthige analytische Functionen sind, die in jedem innerhalb T 
gelegenen Bereiche, die Begrenzung einbegriffen, nur in einer endlichen 
Anzahl von Punkten Null oder unendlich werden und für reelle x reell sind. 

Die Funetionen u, e{”, w® ete. werden auf der Strecke 2 von a bis b 
in einer endlichen Anzahl von Punkten Null oder Unendlich. Diese Punkte 
seien $,, & bis &. Unter denselben können auch a oder 5b sein. Dann 
werden auseinanderliegende Stücke der Strecke a bis b, von denen jedes 
einen Punkt 5 enthält, ausgenommen. Dieselben können beliebig klein 
angenommen werden, sollen aber fixirt sein. Das Stück, welches $, enthält, 
sei ,.. Es werden also die Theilstrecken 

(8.) Ns Mn oe en Ma 
ausgenommen. 

Die Function z bei dem Integrale N1(1.) sollte eine beliebige reelle 
Function von x sein, welche mit ihren Ableitungen bis zur 2r-ten Ordnung 
von a bis 5 endlich und stetig ist und welche mit den Ableitungen bis zur 
(n— 1)-ten Ordnung in x =a und 5 verschwindet. 

Diese Function z sei nun in den Theilstrecken n, bis n, (8.) gleich Null 
gesetzt. In einem zwischen zwei auf einander folgenden Strecken n,_, bis n, 
liegenden Stücke (bezüglich in dem Stücke zwischen a oder b und dem nächsten n) 
— dasselbe habe die Endpunkte a’ und b' — sei 3 eine beliebige reelle Function 
von x die mit den Ableitungen bis zur 2n-tenOrdnung endlich und stetig ist und 
mit diesen in =a und b' verschwindet. Ist der Punkt a oder 5b unter 
den Punkten a’ oder 5’, so sollen die Ableitungen von z bis zur (n— 1)-ten 
Ordnung dort verschwinden. 

Eine solche Function ist 


(9) (-a"t (2 by"t m, 
wo w eine beliebige reelle Function ist, welche mit ihren Ableitungen bis 
zur 2n-ten Ordnung von a’ bis b’ endlich und stetig bleibt. 
Die Function z erfüllt dann auf der Strecke x von a bis b die vorher 
genannten Bedingungen. 


NEUE ON 9ENRVAR 
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Es war das Integral N1(18.) 


(10.) [ sP@)da 

weiter zu behandeln. Dieses Integral zerfällt dadurch, dass die Integrations- 
strecke a bis 5b in die Stücke (8.) n, bis 7, und die zwischen liegenden 
Stücke getheilt wird, in eine Summe einer endlichen Anzahl von Integralen. 
Das Integral über eine Strecke n, ist Null, weil z dort gleich Null ge- 
nommen ist. Es bleiben die Integrale über jede zwischen zwei Strecken 
n,_', und n, (bezüglich zwischen a oder 5 und dem nächsten 7) liegende 
Strecke. Eine solche soll die Grenzpunkte a’ und 5’ haben, Nun ist 


(11.) [: P(z)dx 


a' 


zu behandeln, in welchem z eine beliebige reelle Funetion ist, welche mit 
den Ableitungen bis zur 2r-ten Ordnung von a bis 5b’ endlich und stetig 
bleibt und mit diesen in a’ und 5b’ verschwindet. (Ist a =a oder b' = b, 
so verschwinden dort die Ableitungen bis zur (a— 1)-ten Ordnung.) 

Für das Integral (11.) sind die Bedingungen erfüllt, welche auf den 
Ausdruck desselben N1(30.) 


Ar 


(12.) 2 a (ur wo”... 2) de 


führen. Die » Functionen a, ve)”, w; ete., bezüglich Integrale der Differential- 
gleichungen N1(32.), sind von a’ bis Öb’ reell, endlich und stetig und ver- 
schwinden dort nirgends. Nach N1(41.) ist der Ausdruck 


(13.) ur wi... 23” = Ei 
Nach N1(37.) ist 
(14.) A,= (ei) (we)... 


also auf der Strecke a’ bis 5’ reell endlich und stetig und nirgends gleich 
Null. A ist die Determinante N1 (39.). 


Diese Determinante A ist ein homogener linearer Differentialausdruck 


. av . d Bo 2. u u f 
n-ter Ordnung in Bezug auf 3. Der Üoefficient von jz Ist die Grösse U, 
de 


A 


(14.). Die homogene lineare Differentialgleichung »-ter Ordnung _ = 0 mit 
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dem Üoefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 hat in einem Streifen 
der Construetionsebene für x, innerhalb dessen die Strecke auf der Axe 
des Reellen a bis b' liegt, einwerthige und stetige analytische Functionen 
als Coeffieienten. Dieselbe hat, wie aus dem Ausdrucke A hervorgeht, zu 
Integralen die » Functionen «,v,w ete., welche durch die Ausdrücke N1 
(35.) aus den Functionen a, v!”, w ete. gebildet sind. Letztere Ausdrücke 
sind nach dem oben Gesagten in dem Streifen T einwerthige analytische 
Funetionen; dieselbem sind auf der Strecke auf der Axe des Reellen «' bis 
b und daher in einem Streifen, der diese Strecke enthält, endlich und von 
Null verschieden. Aus den Ausdrücken der Form N1(35.) geht hervor, 
dass jedes Integral der Differentialgleichung A = 0 in diesem Gebiete eine 
homogene lineare Verbindung mit constanten Coefficienten der Integrale 


u, v, w etc. Ist. 


Wenn nun die Grösse 3 auf der ganzen Strecke x von a’ bis 5b’ die 
Gleichung A = 0 erfüllte, so wäre dieselbe eine homogene lineare Ver- 
bindung von a,v,w ete. mit constanten Coefficienten. Werden diese Con- 
stanten in einem der Punkte «a oder b’ durch (ra — 1)-malige Differentiation 
dieser linearen Verbindung und durch Auflösung des hierdurch entstehenden 
Systems von » linearen Gleichungen bestimmt, wobei die Determinante des 
Systems A, von Null verschieden ist, so ergiebt sich, da dort z mit den 
n— l ersten Ableitungen verschwindet, dass die Constanten Null sein müssten. 
Also z wäre gleich Null. 


Ist also 3 nicht auf der ganzen Strecke a’ bis b’ gleich Null, so 
auch A nicht, dann ist das Integral (12.) von Null verschieden und hat 
das Vorzeichen von a,,. 


Es hat sich also, wenn die oben nach (3.) angegebene Voraussetzung 
erfüllt ist, Folgendes ergeben: 


Wenn z auf der Strecke x von a bis b eine beliebige endliche und 
stetige reelle Function ist, deren Ableitungen bis zur 2n-ten Ordnung dort 
endlich und stetig bleiben, und z mit den n—lersten Ableitungen in den 
Punkten x = a und b verschwindet, wenn ferner z auf den bei (8.) genannten 
Theilstrecken n, bis n, gleich Null ist, aber nicht auf der ganzen Strecke 
a bis b verschwindet, behält das Integral N1(18.) immer das Vorzeichen von 








en 
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Bei allen diesen Scharen von Nachbarcurven y-+:z von y. wo € eine 
in der Nähe von Null varürende reelle Grösse ist, wird das Integral NI (1. 
ein Maximum bezüglich Minimum nach dem Vorzeichen von Ep = m 

3. 
Verallgemeinerung des Resultates aus No. 2. 

Die Function z von x war auf den Theilstrecken n, bis 7, No. 2 (8.) 
gleich Null gesetzt. Die Schar der Nachbareurven zu der durch Null- 
setzen der ersten Variation des Integrales No. 1 (1.) ermittelten Curve y, 
die durch y+ ez gegeben wird, fällt daher auf den Theilstrecken n, bis n, 
mit y zusammen. Von dem erlangten Resultate aus kann man zu einer 
allgemeineren Schar von Nachbareurven von y übergehen, welche den 
gestellten Forderungen genügen. 

An Stelle von z wird jetzt gesetzt 


1) (: +sZ. 
| Z=(2-a"(c-b)"w(z,e), 
wo 
do(x,e) 
(2: 8 ) 
5 W .€e), 
(2.) LT, / dx 
für x von a bis 5 und das in der Nähe von Null variirende & reelle endliche 
und stetige Funetionen von x und e sind. Wenn jede dieser Funetionen 
durch p(z, e) bezeichnet wird, so soll dieselbe Eigenschaft haben 
3.) 2,5 


de’ de 


Es ergiebt sich, dass die erste Variation des Integrales N1(1.) für e = 0 
denselben Ausdruck hat wie vorhin, also verschwindet, und dass vermöge 
der Differentialgleichung N1(3.), und weil Z mit seinen Ableitungen nach 
x bis zur (a—1)-ten Ordnung für = a und 5b verschwindet, die zweite 
Variation für <= 0 wieder der vorige Ausdruck N 1 (7.) ist. 

Wenn also die in N2 (nach (3.)) angegebene Voraussetzung erfüllt 
ist, so wird das Integral N1(1.) ein Maximum bezüglich Minimum (nach 


2 
dem Vorzeichen von - u 
oy®oy 


setzen der ersten Variation des Integrales ermittelten Curve y zu den un- 
endlich benachbarten Curven, welche y mit den z—1 ersten Ableitungen 


=) bei dem Uebergange von der durch Null- 
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in den Endpunkten ungeändert lassen, diese Curven im allgemeinen genommen 
bei den Nachbarcurven der gewöhnlich betrachteten Art. 


Zweite Abtheilung. 
4. 
Die isometrischen Aufgaben. 


Bei diesen Aufgaben soll das Integral N1(1.) 
(1.) / r@, Yy..,y) de 


beim Uebergange von einer Curve y zu den unendlich benachbarten Curven 
ein Maximum bezüglich Minimum werden, während der Werth eines anderen 
Integrales 


(2.) [ Fay y®...,y) da 


gegeben ist, worin F eine reelle Function von z, 9, ..., y'”’. In Bezug auf dieses 
Integral (2.), worin m = nr ist, soll hier nicht verlangt werden, dass dasselbe 
beim Uebergange von der Curve y zu den unendlich benachbarten Curven 
eonstant bleibt. Es soll vielmehr hier die weniger fordernde Bedingung 
gemacht werden, wenn & die reelle Grösse in der Nähe von Null ist, 
mittelst deren dieser Uebergang vorgenommen wird (N1, N3), dass die 
Aenderung des Integrales (2.) im Verhältniss zu e mit unendlich klein 
werdendem & unendlich klein wird. 

Für y wird y-+ez (N1 bei (1.)) gesetzt. Der Differentialausdruck 





N1(3.) 
(3.) rw nf yo)+ u We n FW) 

sei durch Q, der Differentialausdruck, worin en = F (y”’) gesetzt ist, 
4) FQW-5FW 9) Dt u PEN) 





dureh S bezeichnet. Da die Werthe von z und seinen »—1 ersten Ab- 
leitungen in = a und b verschwinden, wird die erste Variation von (1.) 
für e = OÖ 


„d 
(5.) [ »Qdx 


a 








er. 
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und die erste Variation von (2.) für e = 0 


6.) / "3Sde. 


l 


Damit letzteres Integral verschwindet, wird nach Cauchy (siehe Cours 
d’Analyse von Duhamel oder Cours de Caleul diff. et int. von Serret) 


(7.) ss 


\ 
— 
“ 

7 
xy 

| 


gesetzt und 
(8.) p(z) = (2 -a)"' (2 - bw 


genommen. Hieraus geht 


(9.) = v(@ 


— S 


hervor. Dieses in (5.) eingesetzt, ergiebt 


(10.) £ p (x) : dz = -/[ px) = . dx. 
Da w beliebig, so folgt 

(11.) = =0 

(12.) a 


wo c eine Constante. Aus der Differentialgleichung 
(15.) 0-cS=U, 
die von der 2»-ten Ordnung ist, wird durch Integration y als Function von 
xz,c und 2» anderen Constanten, die für e=a bis 5b reell ist, ermittelt. 
Die Constanten sind durch die gegebenen Werthe von y und seinen r— | 
ersten Ableitungen in e= a und b und durch den gegebenen Werth des 
Integrales (2.) zu bestimmen. 
Alsdann werden in Bezug auf die Function y und die Functionen 


7 n2 » n? p 
f (z, y, y' OWL n us 
, Y, Y ya y /3 d yü ) h) oy'») ay® ’ Iy®) Oo y N) 


dieselben Voraussetzungen wie in N2 (mach (3.)) gemacht. In Bezug auf die 


u‘ y 


y . y m © F r r rc 
Functionen F (x, y,y",...,y"”), 5. .; werden die Voraussetzungen aus N2 
931 oy ) « 


bei (4.) (d.) (6.) gemacht. 
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Ferner soll der Differentialausdruck S (4.) in dem in N2 (mach (3.)) 


bezeichneten Streifen T eine einwerthige und stetige analytische Function von 
x sein, die nicht identisch verschwindet. 


Dann ist S auf der Strecke x von a bis b in einer endlichen An- 
zahl von Punkten gleich Null. Diese Punkte seien &, bis £,. Es werden 
auf der Strecke a bis b auseinanderliegende Theilstrecken # ausgenommen, 
von denen jede nur einen Punkt & enthält, dieselben seien 


(14.) 0,02... 6 


I:29E 

Nun sei © in (8.) auf der Strecke x von a bis b eine beliebige endliche 
und stetige reelle Function, deren Ableitungen bis zur (2r + 1)-ten Ordnung 
dort ebenfalls endlich und stetig sind, welche auf den Theilstrecken n, bis 
n,(N2(8.)) und auf den vorhin genannten Theilstrecken #, bis #, gleich 
Null ist, aber nicht allenthalben auf der Strecke a bis 5b verschwindet. 
(Eine solche Function ist mittelst der Functionen N2(9.), worin 2n+2 
statt 2” +1, 2» +1 statt 2» gesetzt wird, zu bilden). 


Da (x) (8.) nicht allenthalben von 2 = a bis b constant gleich 
Null ist, so verschwindet y' (x) auch nicht allenthalben. 


Der Ausdruck (9.) für z ist dann eine Funclion, welche mit den Ab- 
leitungen bis zur 2n-ten Ordnung auf der Strecke x von a bis b endlich und 
stetig ist, für x = a und b mit den Ableitungen bis zur (n— 1)-ten Ordnung 
verschwindet, auf den Theilstrecken n, bis n, (N2(8.)) und 6, bis 6, (14.) 
gleich Null ist, aber nicht allenthalben von a bis b verschwindet. 

Die erste Variation (6.) des Integrales (2.) ist für & = 0 gleich Null 
vermöge des Ausdruckes (9.) für z. 

Die erste Variation (5.) des Integrales (1.) ist für <= 0 gleich Null, 
da aus (13.) folgt 


(15.) [ z0dz-c [ zSdz = 0. 


Da die erste Variation des Integrales (2.) für e = 0 verschwindet, so 
ist die für dieses Integral gestellte Forderung erfüllt. Da die erste Variation 
des Integrales (1.) für <= 0 verschwindet, so handelt es sich nunmehr um 
die zweite Variation dieses Integrales. Diese Variation wird vermöge der 
gemachten Voraussetzung und der vorhin angegebenen Eigenschaften von 
z wie in N2 behandelt und das Resultat ist dasselbe wie in N2. 
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Das Gesammtresultat ist also dieses, wenn die oben angegebene 
Voraussetzung erfüllt ist. 

In die Integrale (1.) und (2.) tritt an Stelle der durch Integration der 
Differentialgleichung (13.) ermittelten Curve y ein y+:z, wo 3 die Function 
von den vorhin bezeichnelen Eigenschaften ist. Bei diesen Scharen der für 
ein unendlich klein werdendes & eintretenden Nachbarcurven von y ist das 


2 g 
Integral (1.) ein Maximum bezüglich Minimum nach dem Vorzeichen von . _ a 
8 y ‘ oO U [j 


während die Aenderung des Integrales (2.) dividirt durch & unendlich klein 
wird. 
Verallgemeinerung des Resultates aus N4. 

Die Verallgemeinerung geschieht entsprechend N3. Statt 3 in 
y+ez wird 
1) 3+eZ, 
|Z= za" (2 —b)"w(x, €) 
gesetzt, w(z,e) eine Function von den Eigenschaften N3 (2.) und (3.). Es 
ergiebt sich, dass die erste Variation der Integrale N4(1.) und (2.) für 
e = () wieder den Ausdruck N4(5.) bezw. (6.) hat, also verschwindet. Die 
zweite Variation des Integrales N4 (1.) hat für e= 0 den vorigen Ausdruck, 
zu welchem das mit 2 multiplieirte Integral N4(5.) addirt ist, in dem Z(e = 0) 


an Stelle von z steht. Damit letzteres Integral verschwindet, wird 

(2.) o(r,e) = h(z)+el2(r, e) 
gesetzt, (2(x,e) eine Function der Art wie w(z, e) N5 (2.) (3.); (eine solche 
r w 
d 
reell, endlich und stetig und dem absoluten Betrage nach unterhalb einer 
und derselben positiven Grüsse @); 


(3.) (z- a)" (z—-b)"h(x) 


% dw; or 
ist z.B. Fe w,(z), wo w, (x) und — 1 (r=|1,...,n) für z von a bis b 


w,(z) 


dx’ 
(r=1,..,n+1) für = a bis 5b reell, endlich und stetig und auf den Theil- 
strecken N4(14.) gleich Null. 

Wenn also die Voraussetzung aus N4 stattfindet, so erfüllen die all- 
gemeinen Scharen von y benachbarten Curven y+2(3+.Z) die Forderung, 
dass für ein unendlich klein werdendes & das Integral N4 (1.) ein Maximum 

3# 


ein Ausdruck der Form N4(9.), worin w= w, (x), w, (x) und 








20 Thome, über eine Anwendung der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


bezüglich Minimum ist und die Aenderung des Integrales N4(2.) durch & 
dividirt unendlich klein wird. 


Dritte Abtheilung. 
6. 


Beispiele zu der ersten Abtheilung. 
I. Kürzeste Linie zwischen zwei Punkten. 
Das Integral N1 (1.) ist 


u 

(1) [ YirQ®) de. 

i j yıı 

2 rn (1)12 ' ' a)\ —_ — 
ı (2.) f=V/1+W”), f@W 0, f WW) Yl+(y) 
Die Differentialgleichung N 1 (3.) 

d grrc 
(3.) fW-,.,fWw")=0 


giebt y'’ = const. y=ar+c. Für z=a y=a und r=b, y=P. 


Be \ 
(4.) y-a='— (0-0). 
n9 n2 2 
(5.) ee a et 


ya ’ Oyayd 7 OyWayD 1 (yayayi 
Die Voraussetzung aus N2 (nach (3.)) in Bezug auf y und die Ausdrücke (2.), 
0° f 


(9.) ist erfüllt. Das Vorzeichen von 1,4. 
ymoyı 


ist positiv, also ist ein Mi- 
nimum vorhanden. 


II. Meridianeurve einer Rotationsfläche von kleinstem 
OÖberflächeninhalt. 


Das Integral N1 (1.) ist, abgesehen von dem Factor 27, wenn die 
x-Axe zur Rotationsaxe und y positiv genommen wird, 


(6) IS WI + WW de. 


Ba Sal (1) 
7. = yYli+@y®y, f(y)= Y1- (yaya, '(y®) = - yY Re 
@) f=y WW +WI FW") VI + (gmy 
Die Differentialgleichung N1 (3.) 


Q ! d ' “ 
(8.) W-,,fW)=0 
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hat zum ersten Integrale 


(9.) f-fwW")y”= ce 
also 
Y 
10, = = C,. 
Zi y1+(y")' 
Hieraus 


(11.) y=ülea tete) 


Durch Verschiebung des Ursprungs des Coordinatensystems in der x-Axe 
wird aus (11.) 


(12.) y=4le'+te *). 


Die Curve (12.) wird dem Integrale (6.) zu Grunde gelegt, ce, ist positiv, 
da y positiv sein soll, die Endpunkte von y in z=a und 5b sollen auf der 
Kettenlinie (12.) liegen. 


BD eo si Be 
A ey oy . oy oy 1) ] 1 e: (y\' ie oy‘“ oy ) 2 4 (yay2y: 


Die Vorausetzung aus N2 (nach (3.)) in Bezug auf y und die Ausdrücke 


) 7 1 


Br ‘ er . \ 0° i . ’ 
(7.) und (13.) ist erfüllt. Das Vorzeichen von E 5: ist positiv, also liegt 


ein Minimum vor, 
Ill. Brachistochrone. 

Die positive y-Axe in der Richtung der Schwere, g die Schwere 
auf die Masseneinheit bezogen, ® die Geschwindigkeit des auf der Curve 
sich bewegenden Massenpunktes. Beir=a=0seiy=(,beir=by=?. 

„2 


(14.) = gy-+ const. 


(15.) —=g(y+h). 


Hier sei die Constante k>0. Das Integral N1(1.), welches mit 
% 129 
multiplieirt die während der Bewegung verflossene Zeit ausdrückt, ist 


“i/1+ry") 
(16.) 7 | ve de. 
L /1 + (1)\2 -L (yUı))2 1% (1) 
oe SERRBER 23 Peg, we 
y+ 2(y-+k)’ Y(y+A)(l+ (y)‘) 
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Die Differentialgleichung N 1 (3.) 


' d ' 1 

(18.) fwW-.,.fW") = 0 
hat als erstes Integral 

(19.) [-fy")y” = ec 
also 

| uns E35 

(20.) Y+R(L+YOY) = 4 = 2R. 
Hieraus 

1 _2R—(y+k) 

12 _ | 

21.) ee, 

sy; dy 2R— -Y+h) 

(22.) de y’ y+k 


Die Differentialgleichung (22.) und daher (20.) wird befriedigt durch die 
Coordinaten der Cykloide 


(23.) z+h= R($-sin®), 
(24.) y+k= R(1-—cos®). 

Für den Winkel # sei das Intervall @, bis 6, genommen, wo 
(25.) 0<0,<0 <2n. 


Bei gegebenem positivem Werthe R und beliebig angenommenem Werthe #, 
wird % aus der Gleichung 


(26.) k= R(1-—- cos®,) 
bestimmt und h aus der Gleichung 

(27.) h= R(6,— sin®,). 
Dann sei für ®, 

(28.) b+h= R(6,-sin 6), 

(29.) P+k= R(1-—- c089,). 


z ist eine einwerthige und stetige analytische Function von 0,“ 57 = R(1— cos) 


verschwindet in dem Intervalle @, bis #, nicht. Daraus folgt für # als 
Function von x, dass es in der Constructionsebene der complexen Variablen x 
einen Streifen T giebt, innerhalb dessen die Strecke x = 0 bis b liegt, in 
welchem # eine einwerthige und stetige analytische Function von = ist. 
In demselben Streifen ist dann auch y eine einwerthige und stetige analy- 


lie 
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tische Function von x. y+k ist bei 9, bis 9#,, daher bei = 0 bis r=b 
von Null verschieden und bleibt demnach innerhalb eines solehen Streifens T 
von Null verschieden. Es ist 


[ a _ 34a _ 


oyöy 4 „rm! oycayı) 2(y+h)’ yl+ (yO) 
30.) Yyr#) ’ 





ul) Aut) 
) Ol ) \\% 
C Y Y } y — fi 1 on 7 J } ) 


Die Voraussetzung aus N 2 (nach (3.)) in Bezug auf y und die Ausdrücke 


n® 


(17.) und (30.) ist erfüllt. Das Vorzeichen von ist positiv, also 


oyMayı) 
ist ein Minimum vorhanden. — 
Auf der Cykloide, (23.) (24.) mit den Relationen (26.) bis (29.) hat der 
Punkt 9 = O0 die Coordinaten = —h,y=—Äh. Wenn in diesem Punkte e = 
ist, so folgt aus Gleichung (14.) die Gleichung (15.), also der Massenpunkt 
erlangt inz=(0, y= (0 die Geschwindigkeit, die aus der Gleichung (15.). 
welche hier zu Grunde gelegt ist, hervorgeht. Die Nachbarcurven haben 
die Punkte 9, oder = 0, y = 0 und 9, oder e=b, y = ? mit der Cvkloide 
gemeinsam. Damit in beiden Punkten auch die Tangenten der Nachbar- 
curven mit denen der Cykloide übereinstimmen, wird, da hier » aus N1(1.) 
gleich 1 ist, (NT) und Z(N3), welches in ze=a und 5b mit den n—|] 
ersten Ableitungen verschwindet, so gewählt, dass inz=a (hier r= U 
und e=b auch noch die n-te Ableitung verschwindet. Wenn nun der 
Massenpunkt mit der Anfangsgeschwindigkeit Null sich auf der Cvkloide 
von dem Punkte # = 0 bis # = 9, bewegt, alsdann auf eine Nachbareurve 
übergeht und in dem Punkte # = #, wieder auf die Cykloide kommt. so 
ist dieses der hier behandelte Fall. 


A 
Beispiele zu der zweiten Abtheilung. 


I. Meridiancurve von gegebener Länge bei einer Rotationsfläche 
von kleinstem Oberflächeninhalt. 


Das Integral N 4 (1.) ist, abgesehen von dem Factor 27. wenn die 
x-Axe zur Rotationsaxe und y positiv genommen wird. 


(1.) / yYi+y®yY de, 
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das Integral N 4 (2.) 


ber. 
2 
7 
R 
B 
2 
2 
Is 
# 
1 
; 


(2.) [vi+QOyaz. 
Es ist 
BR BPEER. (1) 
3.) f=wV1l ug — Y1+(yDy%, Fly) — — I 
8) Fey YlHg®), FW WEIT 
u (1) 
(4.) F=V1+Qy®Y, FW =0, F(y®)=- | u. 
y), FW VI ar 
Die Differentialgleichung N4 (15.) 
(5.) 0-cS=(0 
hat zum ersten Integral 
(6.) f-F W®)y”-e(F-F (y®)y)= Mk, 
also 
- y—c 
= h. 
1 Y1+(ym)' 
Hieraus 
k, x- k 3 z—k 
(8.) yr-c > (e k, +e k, z 


Durch Verschiebung des Ursprunges des Coordinatensystems in der x-Axe 
erhält man 


Mi 


(9.) PER FR. (e" +e *). 


IV 


Die Curve (9.) wird den Integralen (1.) und (2.) zu Grunde gelegt, y positiv. 
Die Punkte ze = a und 5 seien so, dass auf der Kettenlinie, k, > 0 oder 4, <0, 


c 14 


(10.) ‚= a (e‘ Le a) 


zwischen ze = a und 5 die gegebene Länge der Curve vorhanden ist. Die 
Endpunkte sollen alsdann auf der Curve (9.) liegen. 


11 of a o’f Abs y\) o’f GERNE = 
( .) oy oy a oy oyı) gr Y1+(yWy?’ ay)ay) wu Aa + (ya)? 
d (1) 
(12.) S= ä 


de yl+(yw) 

Die Voraussetzung aus N4in Bezug auf y und die Ausdrücke (3.), (4.), (11.), (12.) 

ist erfüllt; S ist nicht identisch Null, weil sonst yC’ constant wäre. Das 
n2f 


. O . . . ® nu * [3 * . 
Vorzeichen von —- En ist positiv, es ist (s. N) ein Minimum vorhanden. 
oy‘ ’O y' J d 
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2 9? F n2 
a3) 2-0, an m — 
oyoy oyoy' ay) oy" (+ (yo )y»)3 
Daher wird das Integral (2.) gleichzeitig ein Minimum, wenn z gemäss der 
Behandlungsweise des Integrales (2.) nach N2 ausser auf den Thheilstreeken 
N2(8.) auf analogen Theilstrecken Null ist. 


II. Meridiancurve kleinster Länge bei einer Rotationsfläche 
über gegebenem Volumen. 


Das Integral N4 (1.) ist 
(14.) [ VIHQ®J az. 


Das Integral N4 (2.) ist, abgesehen von dem Factor n, wenn die z-Axe 
zur Rotationsaxe genommen wird, 


(15.) R;: y’de. 

Es ist 
— (1) 

16. — y]l 34 f: )=V, d: MN — y 

(16) f=Vl4+W®), FW ern 

(17.) F=y, Fy=2y, F(y")=0. 
Die Differentialgleichung N4 (13.) 

(18.) 0-cS=(0 
hat zum ersten Integral 

(19.) f-f@) yP—e(F— F'(yD)y®) = h 
also 

1 0 

(20.) YIr(yoy -cy = k. 
Hieraus 

„ann _ 1 (ey’+k)’ 

21. yı = 

( ) \Y ) (ey’—+k)' 

u dy _ „YI-lev’ +’ 

(22.) dz PR R (cy’+k)? ’ 

23. = f +y_(e+h' 

(23.) T / +] (ey y4yta. 


ce und k sind reelle Constanten. y soll sich auf der Strecke « bis /, die 
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Null nicht enthält, bewegen, so dass (cy’+ A)? nicht verschwindet und kleiner 
als 1 ist; das Quadratwurzelzeichen ist so, dass die Grösse unter dem 
Integralzeichen positiv ausfällt. x ist auf der Strecke y von « bis 9 und 
in der Nähe derselben eine einwerthige und stetige analytische Function 


von y, die für y=o« gleich a, für y= gleich 5 wird. Da er dort 


nicht verschwindet, so ist die umgekehrte Funetion y in einem Streifen der 
complexen Variablen x, der die Strecke x von a bis b im Innern enthält, 
eine einwerthige und stetige analytische Function von z, welche für reelle x 
reell ist. Das Volumen des Rotationskörpers zwischen den Ebenen z = a 
und = = b sei gegeben. 


(24) 8°f EWi O°f ) 


ya >? ya 7 AyWayld 1, yanyıy 
(25) S= 2y. 


Die Voraussetzung aus N 4 in Bezug auf y und die Ausdrücke (16.), (17.), 
(24.), (25.) ist erfüllt. S ist nirgends Null, daher kommen die Ausnahme- 


stellen # N4 (14.) hier nicht vor. Das Vorzeichen von za An ist positiv. 


Es ist ein Minimum vorhanden, wenn die Scharen der Nachbarcurven 
von y aus N5 eintreten. 


III. Meridianeurve einer Rotationsfläche von kleinstem Ober- 
flächeninhalt über gegebenem Volumen. 


Das Integral N4 (1.) ist, wenn die z-Axe zur Rotationsaxe und y 
positiv genommen wird, abgesehen von dem Factor 2, 


(26.) S yri4+@W®y de. 
Das Integral N4 (2.), abgesehen von dem Factor z, ist 
(27.) f: "de. 
Es ist 
u er (1) 
(28. - yYli+@W®), f(y)=V1i+y’y, f!y®) = — 7; 
28) f=ytl4+W), FW WI) ra 
(29.) F=y, F(y) = 2y, Fy")=0. 


Die Differentialgleichung N4 (13.) 
(30.) 0—-cS=0 
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hat zum ersten Integral 


(31.) ff (y®)y® - e(F-F (y®yy®) = k 
also 
y pi 
(32.) ame 
Hieraus 
ae _ P’—(ey’+K)’ 
(33.) (y) Fee 
/ dy _ , 41/y’—(ey’+k)’ 
(34.) = +V Ber 
7 / 2 2 
35. ur EI ee 
ps 2 J ui ya 9 r0 


c und k sind reelle Constanten; y, welches positiv ist, soll sich auf der 
Strecke « bis # bewegen, so dass (cy?+ k)’ nicht verschwindet und 
y’>(ey’+k)’ ist. Das Quadratwurzelvorzeichen ist so, dass die Grösse 
unter dem Integralzeichen positiv ausfällt. = ist auf der Strecke y von « bis £ 


und in der Nähe derselben eine einwerthige und stetige analytische Function 
Be ’ R ; i dx 

von y, die für y=« gleich a für y= ? gleich 5 wird. Ay verschwindet 

dort nicht, also ist die umgekehrte Function y in einem Streifen, der die 


Strecke z von a bis 5 im Innern enthält, eine einwerthige und stetige ana- 
lytische Funetion von z, welche für reelle x reell ist. Das Volumen des 
Rotationskörpers zwischen den Ebenen z=a und x = b sei gegeben. 


ai of yo of y 
36. [2 r — () r [2 == - r ‘ it = x 
I a ya” ya ET an! 
(37.) S = 2y. 


Die Voraussetzung aus M4 in Bezug auf y und die Ausdrücke (28.), (29.), 
(36.), (37.) ist erfüllt. S verschwindet nirgends, daher kommen die Aus- 
o’f 


nahmestrecken #8 N4 (14.) nicht vor. Das Vorzeichen von Syn dyo 


ist 


positiv. Es ist (s. N5) ein Minimum vorhanden. 








Bemerkungen zum Riemannschen Problem. 
(Von den Herren L. Schlesinger in Klausenburg und T. Broden in Lund.) 





l. 


(Auszug aus einem Briefe an Herrn T. Broden von Herrn L. Schlesinger.) 


re Die Verallgemeinerung des Riemannschen Problems der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen, die Sie in Ihrem geschätzten 
Schreiben vom 24. d. M. formuliren und die darin besteht, dass die Be- 
dingung, die » zu determinirenden Functionen mögen in den vorgeschriebenen 
Verzweigungspunkten nicht unbestimmt (oder, wie Riemann es ausdrückt, 
nicht von unendlich hoher Ordnung unendlich) werden, fallen gelassen wird, 
giebt mir zu den folgenden Bemerkungen Veranlassung, die ich Ihnen 
auf Ihren Wunsch hiermit gern mittheile. 

Dass Riemann das Problem gerade in der beschränkten Fassung 
formulirt, in welcher ich es auch in meinen auf diesen Gegenstand Bezug 
nehmenden Arbeiten behandle, scheint mir nicht allein darin seinen Grund 
zu haben, dass die Klasse von linearen Differentialgleichungen, auf die 
das Problem führt (die Fuchssche), wie Sie es ausdrücken „in gewissen 
Hinsichten als die einfachste und am meisten zugängliche betrachtet werden 
kann“, sondern vielmehr auch darin, dass allein bei dieser Fassung des 
Problems von vornherein gesichert ist, dass die lineare Differentialgleichung, der 
die zu determinirenden Functionen genügen, rationale Coefficienten besitzt. 

Lässt man nämlich die Beschränkung, dass die » zu determinirenden 
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Functionen in den Verzweigungspunkten nicht unbestimmt seien, fallen, so 
ergeben sich die Üoefficienten der linearen Differentialgleichung »-ter Ord- 
nung, der diese Funetionen genügen, zwar als eindeutige, im allgemeinen 
jedoch nicht als rationale Funetionen der unabhängigen Variabeln; wünscht 
man das letztere, so hat noch eine Bedingung hinzuzutreten, auf die ich 
weiter unten zurückkommen werde. 


Aus den Betrachtungen, die ich in meiner vor Kurzem im Crelleschen 
Journal (Bd. 124, 3. 47 ff.) veröffentlichten Arbeit: „Ueber einen allgemeinen 
Satz aus der T'heorie der linearen Differentialgleichungen“ durchgeführt habe, 
folgt zunächst, dass die Lösung des von Ihnen angegebenen verallge- 
meinerten Problems unmittelbar auf die des Problems in seiner ursprüng- 
lichen Fassung zurückgeführt werden kann. 


Bedeutet nämlich 2,, 2,,...,2, ein Functionssystem, welches den For- 
derungen des Riemannschen Problems (etwa in der Fassung des Problems 
(C.) meiner Arbeit, Crelles Journal, Bd. 123, S. 160) genügt, so stellen die 
Ausdrücke 


! n—1) / 

(1.) ro, + r03,+°''+ A - (x 
wenn man für Ta, Fioy ++ +, Fa—ıu beliebige eindeutige Functionen von x setzt, 
offenbar » Funetionen dar, die mit dem Functionssysteme 2,,...,2, eogre- 
dient sind und nebst den Verzweigungspunkten a,...., @,, @,,, noch singu- 


läre Stellen haben können, in deren Umgebung sie sich aber eindeutig ver- 
halten. Diese Ausdrücke stellen also Lösungen eines Problems dar, 
welches als Verallgemeinerung in Ihrem Sinne des Problems (B.) meiner 
Arbeit (Crelles Journal, Bd. 123, S. 160) aufgefasst werden kann, nämlich 
des Problems: 


„(B)). Man bestimme ein System von » Functionen von x, die in 
der ganzen x-Ebene mit Ausnahme von o+1 ihrer Lage nach gegebenen 
Punkten a,,..., @,, @,;, das Verhalten eindeutiger Funetionen zeigen und 
beim Ueberschreiten der Querschnitte (a,, a,,,) die vorgeschriebenen Sub- 
stitutionen A, erleiden (x = 1,2,..., 0);“ 

und zwar wie aus der in meiner Arbeit (Crelles Journal Bd. 124. 
S. 47) gegebenen Analyse folgt, die allgemeinste Lösung dieses Problems. 


Will man unter den Ausdrücken (1.) jene aussondern, die das in 
Ihrem Sinn verallgemeinerte Riemannsche Problem lösen, die also ausser den 
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Ay. Gy, Ar Allenthalben eindeutig, endlich, stetig sind, so hat man die 
eindeutigen Functionen 


UNE Y!ıos .... T„—1,0 


so zu wählen, dass sie ausser den @,,...,4,, 4,;ı (wo sie auch wesentlich 
singuläre, d. h. Unbestimmtheitsstellen aufweisen können) nur noch eine 
endliche Anzahl von Polen b,,..., 5, besitzen, und in diesen so unendlich 
werden, dass die d,,...,d, für die lineare Differentialgleichung mit ein- 
deutigen Üoefficienten, der die Ausdrücke (1.) genügen „ausserwesentlich 
singuläre Punkte“ (im Sinne von Herrn Fuchs, Crelles Journal, Bd. 68, 
S. 378) liefern, also Punkte, in welchen die Ausdrücke (1.) selbst endlich 
bleiben. Die Bedingungen hierfür sind dieselben wie die, welche auf 
S. 164 ff. meiner Arbeit (Crelles Journal, Bd. 123) für das Verhalten der da- 
selbst mit 

he) Aa) n-ı() 

9(2)’ ga)’ " " g(@) 
bezeichneten rationalen Functionen in der Umgebung der Stellen b, ange- 
geben sind. 

Damit ist also die Lösung des von Ihnen verallgemeinerten Riemann- 

schen Problems auf die Lösung des entsprechenden Problems in seiner ur- 
sprünglichen Fassung zurückgeführt. 


Verlangt man insbesondere, dass die Coefficienten der linearen Diffe- 
rentialgleichungen »-ter Ordnung, der die Lösungen (1.) des in Ihrem Sinne 
verallgemeinerten Riemannschen Problems genügen, rationale Functionen von 
x seien, so hat man die eindeutigen Functionen ry, "joy +++, ",—,o In (1.) 
noch so einzurichten, dass sich aus dem Gleichungssysteme (D,), (D;) meiner 
Arbeit (Crelles Journal, Bd. 124, S. 50) die pw Pu»: +, Pa-ı als rationale 
Functionen von x ergeben, wenn gu, Qıs - ++, 9n-ı die Coeffiecienten der aus 
dem entsprechenden Riemannschen Probleme entspringenden Differential- 
gleichung der Fuchsschen Klasse bedeuten. 


Sie sehen also, dass das von Ihnen verallgemeinerte Riemannsche 
Problem als gelöst zu betrachten ist, wenn die Lösung des entsprechenden 
Riemannschen Problems gesichert ist, also nach den Ergebnissen meiner 
Arbeiten stets, wenn die Substitutionen A,,..., A, die von mir sogenannten 
Convergenzbedingungen erfüllen. 


Klausenburg, den 29. November 1901. 


bin 
“ 
4 
Er 
Pr 
Er: 
Bi: 
< 
br 
A 
Al 
ö 
® 
R 
“ 


4 
Ä 
w., 
5 









Ne-r ed te a a in TEN 
EIER FR IREERTNE, 








Schlesinger und Broden, Bemerkungen zum Riemannschen Problem. 31 


II. 
(Auszug aus einem Briefe an Herrn L. Schlesinger von Herrn T. Broden.) 


0.0... Die Lösung des in meinem vorigen Briefe besprochenen 
verallgemeinerten Riemannschen Problems, lässt sich also, wie Sie es aus- 
drücken, auf die Lösung des Problems in seiner ursprünglichen Fassung 
zurückführen. Die nähere Bedeutung dieser Reduction der allgemeineren 
Frage auf die speciellere hat man aber — wenn ich Ihre brieflichen Mit- 
theilungen richtig aufgefasst habe — folgendermassen zu verstehen: Wenn 
man in irgend einem Falle (bei gewissen gegebenen a, und A,) » Functionen 
Z1,...,2, hat bestimmen können, welche den ursprünglichen Riemannschen 
Bedingungen genügen, so sind damit alle Systeme von » Funetionen be- 
stimmt, welche den Forderungen des verallgemeinerten Problems ent- 
sprechen; alle solche Functionssysteme lassen sich nämlich durch Ausdrücke 
der Form (1.) Ihres Briefes darstellen, wo die eindeutigen Functionen r, 
gewisse völlig bestimmte, von Ihnen näher angegebene Bedingungen er- 
füllen sollen. Und ähnliches gilt (wie ja schon aus der Stelle II, 1 p. 112, 113 
Ihres bekannten Handbuches hervorgeht) auch, wenn man als „das ver- 
allgemeinerte Problem“ das noch allgemeinere bezeichnet, welches Sie in 
Ihrem Schreiben formulirt und mit (B,) markirt haben; dann sind aber die 
r;. als beliebige eindeutige Funetionen aufzufassen. 


Hierzu kann ja noch Folgendes bemerkt werden. Wenn in irgend 
einem Falle das Problem (B,) überhaupt lösbar ist, so giebt es unendlich 
viele Lösungen, d. h. unendlich viele Systeme von » Functionen der ver- 
langten Art, und dieselben hängen zu zwei und zwei durch Relationen der 


genannten Form (1.) zusammen, oder — wie man es auch ausdrücken 
kann — den gegebenen a, und A, entspricht ein System von unendlich 


vielen nach Ihrer Definition (Crelles Journ. Bd. 124 pag. 48) „cogredienten“ 
linearen homogenen Differentialgleichungen mit eindeutigen Üoeffieienten. 
A priori liegt aber die Möglichkeit vor, dass in gewissen Fällen das 
Problem (B,) überhaupt keine Lösungen besitzt. Und auch bei Lösbarkeit 
desselben ist es a priori denkbar, dass unter den zugehörigen Functions- 
systemen keine vorkommen, welche den Riemannschen Bedingungen genügen, 
oder was dasselbe ist, unter den zugehörigen Differentialgleichungen keine 


der Fuchsschen Klasse angehört. Die Frage, ob das Riemannsche Problem 
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immer lösbar ist, lässt sich also, wenn man so will, in die folgenden zwei 
Fragen auflösen: Erstens kann man fragen, ob das Problem (B,) immer 
lösbar ist. Und zweitens: 


(y.) Enthält ein System von „cogredienten“ linearen homogenen Differential- 
gleichungen mit einer endlichen Anzahl von Verzweigungsstellen (und mit ein- 
deutigen Üoefficienten) immer Gleichungen der Fuchsschen Klasse? 


Wenn gezeigt werden könnte, dass diese Frage zu verneinen ist, so 
wäre natürlich eo ipso gezeigt, dass Riemanns Problem nicht immer lösbar 
ist. Wenn dagegen die Frage zu bejahen ist, so folgt daraus noch nicht, 
dass Riemanns Problem immer Lösungen besitzt, so lange die ausnahmslose 
Lösbarkeit des Problems (B,) nicht in strenger Weise dargethan ist. Aber 
die Bejahung von (g.) würde involviren, dass die Lösung von (B,) im 
strengsten Sinne auf die Lösung der ursprünglichen Riemannschen Aufgabe 


redueirbar wäre. Gegenwärtig weiss man ja nur, dass — zufolge Ihrer 
Untersuchungen — (Y.) in dem Falle zu bejahen ist, wo die „Convergenz- 
bedingungen“ erfüllt sind. — Die Frage (p.) ist ja übrigens mit derjenigen 


gleichbedeutend, ob man in Ihren Gleichungen (E,.), (E..), (Crelles Journ. 
3d. 124, p. 55) bei gegebenen eindeutigen Functionen pP, ...,P,-ı, welche 
zu einer Differentialgleichung der fraglichen Art als Coefficienten gehören, 
immer rationale Functionen g,..., q,_, von der für die Coefficienten einer 
Gleichung der Fuchsschen Klasse charakteristischen Form so bestimmen 
kann, dass (E,.), (E..) ein System von eindeutigen Integralen erhalten. 


Meine Beschäftigung mit diesen Dingen ist gewissermassen von mehr 
beiläufiger Natur gewesen. Aber es kommt mir vor, als ob die ausdrück- 
liche Fixirung der (freilich sehr nahe liegenden) Frage (Y.) vielleicht nicht 
ohne Werth oder Interesse sein könnte. Und zwar hat ein ganz besonderer 
Umstand in sehr natürlicher Weise meine Gedanken in diese Richtung 
gelenkt. Bei Erwägungen über das Riemannsche Problem in dem Falle, 
wo die „Convergenzbedingungen“ nicht erfüllt sind, wurde ich nämlich zu 
einer Bemerkung geführt, welche sich zunächst auf eine etwas allgemeinere, 
weniger verlangende Aufgabe bezieht (im wesentlichen die von mir vorher 
erwähnte). Es zeigte sich nämlich, dass die Frage nach der völlig aus- 
nahmslosen Lösbarkeit dieser Aufgabe sich auf eine ungleich viel bescheidenere 
und wenigstens anscheinend einfachere Existenzfrage zurückführen lässt 
(und ich stehe im Begriff über diese Untersuchung an anderer Stelle eine 
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« 


vorläufige Mittheilung zu veröffentlichen”). Inwieweit aber hiermit etwas 
für die ursprüngliche Riemannsche Aufgabe gewonnen sein kann, ist eine 
Frage, welche natürlich unmittelbar mit der Frage (y.) zusammenhängt 
(sowie auch mit der allgemeineren Frage, wie sich die Verhältnisse inner- 
halb eines Systems „cogredienter* Differentialgleichungen der obengenannten 
Art in verschiedenen Hinsichten gestalten können). . . . 


Lund, den 7. December 1901. 


*) Dieselbe ist inzwischen erschienen: „Ofversigt“ der Stockholmer Akad. 1902. 
p. 5—11. 
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Ueber Näherungswerthe und Kettenbrüche. 
(Von Herrn E. Netto in Giessen.) 


Durch den für die vorliegende Arbeit gewählten Titel soll neben 
der Charakterisirung ihres Inhalts zugleich auf eine ebenso benannte, im 
115. Bande (1895) dieses Journals von Herrn K. Th. Vahlen veröffentlichte 
Arbeit hingewiesen werden. In dieser interessanten Skizze finden sich 
Untersuchungen, die im Folgenden fortgesetzt, erweitert und genauer begründet 
werden sollen. Es wird sich zeigen, dass die Kettenbruchentwickelungen, 
welche sich an eine Fareysche Reihe anknüpfen lassen, nach manchen 
Riehtungen hin weiter gefasst werden können, als dies bisher geschehen 
ist, und dass dabei eine ganze Anzahl von beachtenswerthen Gesetzmässig- 
keiten zum Vorschein kommt. 

Die Litteraturangaben sind von Herrn Vahlen bereits so genau und 
vollständig gemacht worden, dass ihnen nichts hinzuzufügen war. 


sl. 
Es sei $ ein beliebiger positiver echter Bruch, dessen Kettenbruch- 
entwickelung in gewöhnlicher Form bei positiven ganzzahligen Nennern 
durch 


(1.) P=1/a, + 1/a, + 1/a ++ 1/a, 
segeben wird”). Wir setzen 


*) Diese Schreibweise statt 3 = 
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(2.) ß, = l/a, 1 -H- isn + +... l a, (a=1,2,...,7—1), 
so dass 
P=l/a+P = 1a +l/ia» +ß,=--- 


ist, und dass alle /,. Ps, ..., gleichfalls positive echte Brüche sind. 
Nun schreiben wir zwischen die beiden Anfangsbrüche 


() Z l z 
— — und ul 
| n l n, 


v) 


vom zweiten anfangend und von rechts nach links gehend, die a, Brüche 


9, Bir Bi Mi L-. | rg 

9) u N, ‘ a n, IN A Se BI gu 
hin, so dass die Reihe 

(4 . 1 EEE & ı l | 

7 l a, +] a t u 2 | 


. . / . l | r 2 . .y 
entsteht. Es lieet dann 7 zwisehen und -—_—, Zwischen diese beiden 
“ a a—+] 


.. n ® . 1 » . 
Brüche schreiben wir weiter von E anfangend und von links nach rechts 


gehend, die a, Brüche 


\ ») ya ' r + 
(7 ' wi a it, ii 2 Br Aı- j > 
I) .. u 


2a, +1 N.+2 3a-+]l Nn.43  (,+l)a+] n 


ww 
l 

+ 

w 
- 
— 

— 

Li 


hin, zwischen deren beiden letzten der Bruch % liegt. Zwischen diese 
beiden schreiben wir weiter in derselben Art von rechts nach links gehend, 
a; Brüche hinein, deren Bildungsgesetz leicht zu überblicken sind. In (3.) 
sind nämlich die Glieder nach folgender Regel hergestellt; es ist 


(6) =, +3, Ss = 5, +34: 3, #35. LH +3 
). 
| nm tn, Bm try... nm tn. Rn Sm+n 


ähnlich gilt für die Glieder in (5.) die Bildungsregel 


} 


| 3a+2 = 34 7 3n+1 3u+3 = 5 + 3. 49° Sa+a+ı 78. +3 

R | N.+. N, -} Nur NRu+3 N + Nur Mutyı Rt Mara, 
und die hierdurch ersichtliche Bildung soll weiter gelten. Man hat das 
Gleiche auch in der Form 

2,41 = 02%, +2, N,.ı=on, +n, @=12..., 


3u+r+1ı 7 7 3, + 2 u+1 Na +yr+ı 7 Ro, + N,+ 
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oder auch in der Form 


Zu = 02%) 4 l, N. == AN) -- 0 (a =1,2,...6) 
(7 ) Ba+r Zu Yu + us N, er N. + N, rahtı..,a, 
Du, tay+l oe d 2, + Day) N. +a,+0 ac ) N. + N... (=1,2...0), 





Aus dem letzten Schema ersieht man, dass 


- 


= Ru, - a; z, »t+ az ! 


Ha, Ita; Na, ta, +a; 
wird. 

Die hergestellte Reihe nennen wir die Fareysche Reihe für 9 und 
bezeichnen sie mit R. Sie endet bei dem Bruche 5. Bei ihrer Herstellung 
wird eine gewisse Folge im Niederschreiben der einzelnen Brüche inne- 
gehalten; diese stimmt mit der schliesslichen Anordnung nicht überein. Die 
Folge des Niederschreibens wollen wir durch Nummerirung der Brüche 
kennzeichnen, indem wir jedem der Brüche diejenige Nummer beilegen, 


: we . . OÖ 
welche angiebt, als wievielter er niedergeschrieben wurde, falls : die 


Nummer [0], dann : die Nummer [1], - die Nummer [2], u. s. f. erhält. — 


Es ist klar, dass die Brüche mit den Nummern 


al, ta, [Ü+a+a,],... 


die Näherungswerthe von (1.) bilden. — Nebeneinander in der fertigen Reihe 
stehende Brüche brauchen nicht in der Nummerirung benachbart zu sein. 


Die Bildung der Reihe führt darauf, die ersten a, Glieder in eine 
erste Serie zusammenzufassen, die folgenden a, mit den Nummern von 
[a,+ 1] bis zu [a, + a,] in eine zweite Serie u.8s.f. Die Serien gehen ab- 
wechselnd von rechts nach links und von links nach rechts; die ersten 
mögen obere Serien heissen; sie liegen rechts von 9; die zweiten mögen 
untere Serien heissen; sie liegen links von %. Zwei obere und zwei untere 
Serien heissen gleichgerichtet; eine obere und eine untere heissen ungleich 
gerichtet. Hat eine Serie mindestens drei Glieder, so unterscheiden wir ihr 
Anfangsglied, welches die niedrigste Nummer der Serie hat, ihre Mittel- 
glieder und ihr Endglied oder Schlussglied. Es ist möglich, dass eine Serie 
nur aus einem Gliede besteht. | 
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r 


Aus (6.) und (6*.) geht hervor, dass der Zähler (Nenner) jedes Gliedes 
durch Summirung der Zähler (Nenner) des in der Nummerirung vorauf- 
gehenden derselben und des Schlussgliedes der diesem vorhergehenden Serie 
gebildet wird. Wir nennen diese Bildung eines neuen Bruches Composition. 


‘ 


Als Beispiel nehmen wir = das giebt 


31 
100° 
Dr ri ua u 5 ı 1 ı, 
Brei can Bun Bar ee 1 DB 2° 1 
[0], [+]. [5]. [6). [9], [10], [11], [12], [9], [81 13), 12), [1. 

Die Zahlen in der eckigen Klammer geben die Nummern an. Die Serien 
sind [1] bis [3]; dann [4] bis [7]; weiter [8], [9] und endlich [10] bis [12], 
Die Werthe von [10], [11], [12] z. B. werden gebildet durch Summirung 

von Zähler und Nenner von [7] und [9]; [10] und [9]; [11] und [9]. 


h . wi ne 15 a i \ 
Ferner möge das Beispiel für $ = 15 das Auftreten von eingliedrigen 
Serien zeigen: 
ri a: u Bu | % 
nu 2,0 we u! 0,1 2%, 1° 
[0], (3) [&), 16), [9], [8]. (9), [8 12), [1]. 
Hier sind [5] und [6] für sich als Serien anzusehen. 
Die Nummer von 5 wird hiernach gleich (a +; -+-'-+.a,). 
Aus (6.) und (6*.) geht ebenso hervor, dass jeder Bruch der Reihe 


pP . . . r 53 ® D 28 
— aus dem benachbarten mit niedrigerer Nummer = und einem früheren 


a PR 


2, . io 5a Rz 
Bruche en der bei der allmähligen Herstellung zuerst zu „. benachbart war, 
Y 7 


durch das Compositions-Gesetz 
(8.) 2, =23 +3, n,=n;+n, 
hergestellt werden kann. Die Beispiele geben Belege hierfür. 


Zwischen zwei benachbarten Brüchen und zwischen zwei solchen, 


die einmal bei der Herstellung benachbart waren - ‚„ ‚besteht die Ketten- 


J 


bruch-Relation 
(9.) 7 N; |— 3; N, == > l ( > 53). 
In der That wird nach (8.) 


3,0 —23;0,= (3; +2) —- 3; (n +n)=3,n,—3;n,, 











“ 
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7 2, u D . . 
wo auch —”, — benachbarte Brüche sind oder waren. Dalurch ist die Frage 


Nz N, 


auf die gleiche bei niedrigeren Indices reducirt, Da ferner 
2m —- un=l zn - 3 =—] 
ist, so folgt der Satz (9.) allgemein. 


BE R ’ 1 
Durehläuft man unsere Reihe von links nach rechts von bis zu 7 


so wächst der Werth der Brüche beständig; dagegen wachsen alle Zähler 
a4 \ . . 1 . 
(Nenner) nur bis zu 5 und nehmen von da ab bis zu 7 wieder ab. 


Durch die beiden letzten Eigenschaften und durch das vorgelegte 
ist die Reihe eindeutig bestimmt, derart, dass jede Reihe von Brüchen, 
welche 2 enthält und diese beiden Eigenschaften besitzt, mit unserer Reihe 
übereinstimmt. 

Geht man in der That von /=Z:N aus, so giebt es, wie aus der 
Theorie der Kettenbrüche sofort folgt, nur zwei Brüche Z,: N, und Z,: N, 
mit Z,Z,<Z:; N,N,<N, bei denen 

ZN —-ZN=+1 ZN -ZN=-]1 
wird. Diese Brüche müssen unmittelbar links bezw. rechts von 5 stehen, 
wobei der dem Werthe nach grössere Bruch rechts seinen Platz findet, 
zZ, Dr. 


| 1 
’ = 


a 


l 1 
Ebenso giebt es für Z,:N, nur einen Bruch Z,: N, mit kleinerem Zähler und 
Nenner, für den gleichzeitig 


N 


wird: dieser muss links von Z,: N, treten, u.s.f. Es ist also die Reihe 
eindeutig bestimmt. 
Wir suchen jetzt alle diejenigen Brüche der Reihe auf, welche zu 
2, u; R E 
einem gegebenen — = , in der Kettenbruch-Relation (9.) stehen, Dazu 
& 
reicht es aus, die höher nummerirten festzustellen. 
n Fr 7 C . R . R 2 ö i 
Es sei —— = 3 das Schlussglied der Serie, welche derjenigen vorauf- 


- 
77} 


geht, die ar enthält. Dann finden die weiteren Bildungen innerhalb der 


Serie von =“ durch die Compositionen 


J4 


e: ” ai a Ba Ban ROT a el ler io; 
ER TE ORTE FAZ 1 Bible en aaa Ze a aa TEN? 
N  R EREER AR Kl or 


De ZART 


3) Kein 0 En 
ar gt Fdes in Ta 3 a Fe a 
re nen er ee a 
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a-+ c a + 2c a-—+ 50 a + ge 
b+d'’ b+2d' b+53d'' b + gd 
statt. Nun ist aber 


(a+zo)b-alb+zd)=xz(be-ad)= +. 
also gilt die Kettenbruch-Relation nur für das nächste Glied der Serie (2 = 1) 
und nicht für die weiteren. Die folgende Serie hat dann nur Glieder, die 


a a+ gc 


aus „ und dem Schlussgliede ,_ gd durch die Compositionen 


2a -+ ge 3a -+ ge 
2b+gd’ B3b+gd’'" 


abgeleitet werden; folglich gilt die Kettenbruch-Relation auch für diese 
* ys » . a * 
nicht. Eine Ausnahme findet nur statt, wenn g=1 ist, d.h. wenn — ein 
) 
Serien - Schlussglied wird. Dann findet sich die Kettenbruch - Relation 


a 


zwischen „ und allen Gliedern der nächstfolgenden Kette. 


Daraus erkennt man: jedes Glied steht in Kettenbruch-Relation zu 
seinen beiden rechts und links benachbarten Gliedern; zum Schlussgliede der 
vorhergehenden Serie: und, — wenn es selbst das Endglied einer Serie ist, — 
zu allen Gliedern der nachfolgenden Serie. la die Grösse der Brüche steigt. 
wenn man die Reihe von links nach rechts durchläuft, so ist man über das 


Vorzeichen von 2,2; — 2;n, bei zwei neben einander. stehenden Brüchen 
Zr % 


iR er sofort orientirt. Eine Reihe von Brüchen, von denen jeder mit den 

Na a 

beiden benachbarten in Kettenbruch-Relation steht, heisst eine Fareysche Reihe. 
Sind also z. B. 


Na nz’ nn, 


drei in der angegebenen Reihenfolge nebeneinanderstehende Brüche, so ist 


2. N; 5 2; N, = 2; N. Zum 3. Nn;, 
(2,+23,)n; =(n,+n,)3;, 
(10.) == - — = n a s 
nz Na. Tr N, 


Dies ist eine Ergänzung zu der Formel (8.), welche sich auf drei Brüche 
bezieht, die bei der Bildung der Reihe einmal auf einander folgende 
Nummern aufweisen. Die Relation (10.) charakterisirt die Composition deı 


Brüche —. — u —. 
N." N, n; 
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8 2. 

Man kann zu derselben Reihe durch eine andere Methode gelangen. 
Wir bilden eine Kettenbruch-Entwickelung von / derart, dass bei jeder 
Division die dem wahren Quotienten benachbarte höhere ganze Zahl als 

Theilnenner genommen wird. Dabei erhalten wir etwa 

| P=1/b,—-1/b,—---—1/b, 

(an \ =1/b, - Pi =1/b, - 1, —- =: u<H<)). 
Da jedes 9; ein echter Bruch, und also 1:9, >1 ist, so kann kein b,., 
gleich 1 werden. Die Bildung der einzelnen Kettenbruch-Näherungswerthe 


geschieht durch 
Ö 1 b b,b, —1 


a 2 e_ an = se 3 5 : 
at) it ST EEE dit 
Nun schreiben wir zwischen die beiden Anfangsglieder 
z, 2 0 2, 3 1 
EA 


1 


beim zweiten anfangend und von rechts nach links gehend (b,—1) Brüche 


(12.) ed nr 
; n, 2? ", des, N), b, 
5 ° . 5 2 — Po . . 
Weiter schreiben wir zwischen ala und SR, wiederum von rechts nach links 
bl b, 


gehend eine Reihe von Gliedern hin, deren erstes aber, weil es mit ; > 
zusammenfällt, unterdrückt werden soll. Rechnet man es gleichwohl mit, 
so handelt es sich um die 5b, Glieder 


1—0 2 — 0 3—0 b, — 0 2, +b,—1 


18) SIE et ee rn 
Rechts von diesem letzten Gliede, also in der Gesammtanordnung rechts von 
den drei Gliedern 2. y er finden nun 5, Glieder ihren Platz, die auch 
von rechts nach links hin angeordnet werden, deren erstes mit 


Sn, + b —-?2 b, FE 1 


+ ,—2 Br (db, — 1) b, —1 
zusammenfällt, und deren Bildung, wenn man 


P - Bi: 


b ns’ b,b —] Na 


l 


setzt, durch die Brüche 


Be 


DEE 


ag ai u u 
EDER EEE a VRR A 
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(14.) Ba Ma But 2 b,30— 25 


na — nz) In, —n;) 3n.— u b,n, — n; 

geliefert wird. In derselben Art fährt man fort, bis $ erreicht ist; das muss 
eintreten, da die Endglieder von (12.), (13.), (14.) mit den Näherungswerthen 
(11°.) der Reihe nach übereinstimmen. Man sieht zugleich, dass dabei die 
links von f auftretenden Brüche der Reihe nach durch (11*.) gegeben sind, 
so dass ihre Anzahl durch die Zahl der zu (11.) gehörigen Theilnenner be- 
stimmt ist. Ferner ist klar, dass bei dieser Anordnung die Zähler und die 
Nenner von beiden Seiten her bis zu £ beständig zunehmen. 

Die Uebereinstimmung dieser Reihe von Brüchen mit der in $1 
construirten folgt also nach den Schlussbetrachtungen jenes Paragraphen, 
sobald gezeigt ist, dass zwischen je zwei auf einander folgenden Gliedern 
unserer jetzigen Reihe die Kettenbruch-Relation herrscht. Dies soll in 
einem der nächsten Paragraphen geschehen; hier werde es als bewiesen 
angenommen. 

Bei diesem Vorgehen ist es klar, dass die Anzahl der Brüche der 
Reihe insgesamt durch die Zahl 


b,+(&,—1)+(5—-1)+--+(b,—1) 





gegeben wird. 


Man kann die durch (12.) und (13.) angedeuteten Bildungen noch in 
einer anderen Art durchführen, die sich enger an die in $ 1 benutzte an- 


schliesst. Ist die Bildung einer Serie beendet, und ist 7 ihr Schlussglied, 


so tritt bei $ 1 die nächste Serie zwischen = und den benachbarten Bruch 
, 
der einen Seite; hier zwischen 2 und den benachbarten der anderen Seite, 
r 
Im ersten Falle ist dieser benachbarte Bruch der letzte der voraufgehenden 


* “® . 2. Y . . 
Serie; im zweiten Falle der dem ap vorhergehende derselben Serie. Die 
: 
Ordnung der neu zu bildenden Serie bewegt sich in beiden Fällen au 
2. . . . . . . . . 
„ zu; im ersten Falle sind also die Serien ungleich gerichtet; im zweiten 
r 


sind sie gleichgerichtet. Die Bildung der Brüche erfolgt in beiden Fällen 


. ’ . . . Dr ZN . 
auf dieselbe Art. Liegt die neue Serie zwischen „ und ., so besteht sie 


2) 


aus Brüchen der Form 
+2 25422, 25+ 33, 


ns +n,’ ns +2n,’ ns + Ber 
Journal für Mathematik Bd. CXXV, Heft 1, 


ler) 
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Im ersten Falle werden so viele Brüche eingeschoben, wie der neue Theil- 
nenner angiebt; im zweiten Falle ein Bruch weniger, wie dies ja oben 
angegeben wurde. Die folgenden beiden Beispiele mögen diese Verhältnisse 
veranschaulichen. 


(I) = = 113-172 — 1/4 
liefert 
u Re ET 
vo vie vg 
[0], 13], [&], [7J, [6], [5], [2], [1], 
während 
CI.) B= 37 =1/3+1/2+1/4 
auf 
Dir Ti Main aarerd 2: 
’ PET ETF PT 
[0], [#], [5], [9], [8], (9, (6), [3], [2]: [1] 
führt. 


$ 3. 

Bei der Kettenbruch-Entwickelung von #% kann man auch so ver- 
fahren, dass man bei den Divisionen stets diejenige ganze Zahl nimmt, 
welche dem wirklichen Werthe des Quotienten am nächsten liegt, gieich- 
gültig, ob es die grössere oder die kleinere ist. — 

Man könnte eine vierte Entwickelung geben, bei welcher für die 
Theilnenner umgekehrt stets diejenige ganze Zahl genommen wird, welche 


einen Rest vom absoluten Betrage Ed liefert. — 


Bei diesen beiden letzten Vorschriften wird eine Unbestimmtheit ein- 
treten können, aber nur in dem Falle, dass ein 


.= +3=(p+l)-3 
wird. Dies kann natürlich nur am Schlusse der Entwickelung geschehen; 
und dann soll thatsächlich das Eine wie das Andere als möglich angenommen 
werden; es gelten dann beide Entwickelungen. 

Wir gehen jedoch auf diese Darstellungen und die aus ihnen folgen- 
den Bruch-Reihen nicht ein, da im nächsten Paragraphen eine Verall- 


gemeinerung der bisherigen Vorschriften gegeben werden soll. 


E. 

L * 
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$ 4. 
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Ist £ ein beliebiger positiver echter Bruch und g, entweder die seinem 
reeiproken Werthe 1:/ zunächst liegende grössere oder die zunächst liegende 


kleinere ganze Zahl, so kann 


P= l/ı +&P: 


gesetzt werden, wobei auch /, ein echter positiver Bruch ist, und ,—= + 1 
oder 8 = — 1 genommen werden muss, je nachdem g, die dem 1: 2 zunächst 


liegende kleinere oder die zunächst liegende grössere Zahl ist. Ebenso 


bilden wir, wenn beliebig 
n-[3] si a-[3]4ı 


gesetzt wird, den Kettenbruch 


P un l/g, + &,/Q: + & P% (= +1); 


ferner für 


23 ® 
= FA oder = A +1 


in gleicher Weise den Kettenbruch 


P u l/g: + & /g: + &/9; +& P3 | („=+1) 
u.8.w. bis man erhält 
(15.) P= ln +&/9+ 8/9 +. +8/9- 
Für die einzelnen Näherungswerthe 
Z zZ Z, Z, | 
N, =01; N = 1/9; l/g + &/; u 7 l/g +&/g + 8&/9;... 
0 1 2 3 


findet man die Werthe 


— . - 
, —— — 


N 9’ N 99+5’ N Gut). tns’ 


und beweist leicht allgemein die Gleichungen 


u. u = 1 Z, g 2, 9,9, + & 
=; BR. 5; EOBLHE- BEER 


Zr +2 _ I+2 Zrrı + &+2 2x, 


su l ’ 
N.+2  Ge+2 Nxrı + &4+2 Nr 


ß Li (9k+2 + Er +3 Br +2) Zr+1 + &+2 Z+ 
(9x + 2 + €: +3 Br + 2) Nr+1 + &:+2 N; ’ 
6* 
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Zur N; —. Z, N, = (- 1)* €, Eyes EL &.rı, 

















Bar2_ (— 1)*+? e, &, 2... &+2 & +3 Br +2 a 
- A [(9x+2 + &+3 5 Na + &+2 N: Nr+?' 

B- Zr+ı _ (— Ditie,g,... &41ı&%+2 
Nr+1 z_—... Nenn + &+2N}] Na’ 
2x .P, ... € &+1 (9 +24 &+3 Pr 2) 

P a ; 
N; [ge +2 2 a re Nr +1 + &r+2 Nr] Nr 

: Z 
Es liegt nach den beiden letzten Formeln % nur dann zwischen Nr 


und wet, wenn &,2= +1 ist. Es kann ferner bei den jetzigen Annahmen 
k+1 
Zr +) | Zi 
P=-n.\>P-m 
werden. Dazu muss 
1 Ar. tar kr 2921 
Er N; Bari Nr’ 


Na +1 
Prr+ı >- NW 


sein. Da nun / ein echter Bruch ist, so fordert die letzte Beziehung, dass 
N, < N, wird, und dies ist nach der obigen Formel nur für 
Hm sı=—l1 


möglich. Dass der besprochene Fall auch wirklich eintreten kann, zeigt das 
Beispiel 


z_12,_124,_2 Zz_2, 
N N TN D9N @ 
hier wird nämlich 
u 4 5 I EL. 
P-ean m Pf NR a > 


1 


Ebenso kann auch weiter 





ad ru a A 
werden. Das folgende Beispiel giebt einen Beleg dafür. 


B=s-=1/4- 1/2 - 1/2 - 1/1 +1/1+ 1/16; 


sche a dub gan Zoran nl a A Ze Teen te ar a EEE 
2 N I Dre a ee ei re 
ta eh NEN GREEN, 2 iR 


DIESE ERBEN EB ie ee 


4 
ü 
3 
u 
B 
r 





E. Netto, über Näherungswerihe und Kettenbrüche. 


zZ, _1 Z,_2 2, _3 2,1 ;;; 65 
N N TN ON N WN 2 


man findet: 


N, 211 7 21.211 
a_4_65 _1_ 112 
Mn Si 53 31.23 


In strengstem Sinne kann man hier also nicht von Näherungs- 
werthen sprechen. 


Jede der nach den Annahmen des vorigen Paragraphen möglichen 
Entwickelungen führt auf eine Reihe von Brüchen, genau wie dies im ersten 
und im zweiten Paragraphen gezeigt worden ist. Die Construction dieser 
Reihe schliesst sich genau den dort gegebenen Vorschriften an. Wir haben 
bei der Bildung zwei Fälle zu unterscheiden, wenn wir von der bis zu 


(16.) lg +&/p +... 8,/g, 
durchgeführten Construction der Reihe bis zu der zu 


(16*.) Un te/gtı.,t 8/9 t &%+1l9eri 
gehörigen übergehen wollen; je nachdem nämlich &,,, +1 oder =—1 ist, 
muss man verschieden verfahren. 
I. Es sei e,,, = +1. Wir nennen den zu (16.) gehörigen, zuletzt 


Z % A, [ [3 “ [ 
auftretenden Bruch -F und 5 „ seien die beiden unmittelbar benachbarten 
[74 


Ar r 


.. . u 5 . . .. . . ’Fr 
Brüche auf beiden Seiten von —“. Hierbei möge die Richtung von er nach 
3 


0. 


- mit derjenigen der voraufgehenden letzten Serie zusammenfallen. Dann 
findet man die neuen, durch (16*.) bedingten, der Reihe (16.) hinzuzufügenden 


.. . . 2 3 
Brüche, indem zwischen — und “ vom ersten nach dem letzten zu 
Y [74 
(17.) 3,4% 3,42% , 8, (9er +1)30 
n,+na n,+2n.’ ’n,+(9 +1) Na 
eingeschoben werden. 





II. Essei e,,,=-1. Die eben festgesetzten Bezeichnungen mögen 
auch hier gelten. Dann findet man die neuen, durch (16*.) bedingten 


. * Pd 2 . . 
Brüche, indem man zwischen ee und „ in der Richtung vom ersten nach 
3 @ 
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dem letzten zu die Glieder 








18) 3 +3 35425 ,, 25 + (+1 — Die 
; Btm ns +2m’ nn + ar — 1m, 
einschiebt. — Ist ,;ı=1, so wird kein neues Glied gebildet; dagegen 


tritt = als einziges Glied der neuen Serie auf; es kann also dasselbe Glied 


Nn5 


häufiger als einmal in die Construction der Reihe eingehen. 

Ausser dieser Bildung II* kann man, wie in $ 2 bei (14.) gezeigt 
ist, auch eine andere Bildungsvorschrift, die sich mehr an I anschliesst, II® 
gelten lassen, welche auf die neuen Brüche 





Endes, nodafansdl) AOgbevsgnFönnnnlann A auahndane, 
n —n.l' 2Zn.—n,’ Inu—n,’ Ger ılMa—n, 
führt. Der eingeklammerte Bruch ist mit -” identisch und daher beim Ein- 


n3 


schieben zu unterdrücken. 

Aus I und aus II” geht hervor, dass die Schlussglieder der einzelnen 

Serien der Reihe nach mit den Näherungswerthen 

l/g, Lg +te/G, YUnte/+&/g;:-: 
übereinstimmen, so dass also zwischen zwei auf einander folgenden End- 
gliedern nach den Formeln des vorigen Paragraphen die Kettenbruch - Re- 
lation stattfindet. Aus den Bildungen (17.), (18.), (18°.) folgt, dass auch 
zwei auf einander folgende Brüche einer Serie dieser Relation genügen, da 
dies für die Serien-Endglieder der Fall ist. 

Ferner wachsen die Zähler und die Nenner von beiden Seiten her 
auf zu. Denn wie in $ 4 gezeigt wurde, kann N, ,,<N,; Z,,.,<Z, 
nur für 

Hl 8, =—1 
werden; in diesem Falle aber tritt überhaupt kein neues Glied auf. 

Die beiden letzten Ueberlegungen zeigen, dass sämmtliche bei unseren 
allgemeinen Voraussetzungen möglichen Reihen von Brüchen mit der besonderen 
im $ 1 behandelten übereinstimmen. Wir wollen die Nummerirung dieser 
Reihen nach den Vorschriften des ersten Paragraphen, nicht nach denen der 
eben besprochenen Bildungsvorschriften durchführen. 


$ 6. 
Die Anzahl sämmtlicher Brüche, die von einander verschieden sind, 
muss nach unseren Darlegungen bei allen möglichen Entwickelungen die- 


ie 
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selbe sein. Da für „=-+1 die Anzahl g, für die neue Serie auftritt, und 


für „= —1 die Anzahl (g,— 1), so folgt, dass bei allen Entwickelungen, 
die nach den Festsetzungen von $ 4 möglich sind, die Summe 
1— # 
(19.) & (g. -— —*) (4-1) 


eine Constante ist. 

Auch der Ueberschuss der Anzahl der Brüche rechts von 3 über die 
Brüche links von £ wird eine Constante geben. Die Abzählung ist etwas 
schwieriger; man muss bei g, sowohl &, wie &,, , berücksichtigen und findet 
bei genauerer Ueberlegung, dass g, für die eine oder für die andere Anzahl 
d. h. für die rechts oder die links stehenden Brüche mit 


gr 3 eg &x — 28, +1 


G; TYwWaL 





Einheiten gerechnet werden muss. Für das Endglied der ganzen Entwicke- 
lung &,/g, ist 


[2 ) 


2 — 


9; ee > 


zu setzen. Aus---+ 1/g,+:-- folgt also der Beitrag g, oder (g,— 2), und 
aus — 19, + folgt (9. — 1) oder (g,— 5). kechnet man die Brüche — / als 
positiv, diejenigen < als negativ, so ist der aufgestellten Anzahl das Zeichen 


(— 8) (— 8) ... (— &) 
zu geben, wobei aber diejenigen Factoren (— &,) unterdrückt werden, bei 
denen 9, =1 ist. Unter diesen Festsetzungen folgt, dass bei allen Ent- 
wickelungen die Summe 


ar) Ede. | ze 


eine Constante ist. — 
Die Brüche r lassen nur die eine Entwickelung 1/q zu; die Brüche 
ET die beiden Entwickelungen 
l/g+ 1/2 und 1/g +1) — 122. 


Wir wollen annehmen, es sei für alle Brüche „ deren Zähler p < m ist, 
bereits bewiesen, dass p die Anzahl der Entwickelungsmöglichkeiten giebt. 


.. . . . - m . 
Dann können wir durch strenge Induction beweisen, dass für alle © die 
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Anzahl der Entwickelungen auch durch den Zähler m gegeben wird; denn 
man hat die beiden möglichen Anfänge für die Entwickelungen 


"-1[2]+4 oder *=1[2+1]-8, 


Hier sind £,, ß,' zwei Brüche mit dem Nenner m, deren beide Zähler sich 
zu m ergänzen, 


% m — % 
P=-; A, = . 


m a a 
Für diese beiden sind der Annahme nach die Entwickelungsmöglich- 
keiten der Zahl nach durch # und durch (m—x) gegeben. Somit hat man 
insgesamt <+ (m —x)=m Entwickelungen. Die Anzahl der Entwicke- 


lungen eines echten Bruches unter den gemachten Voraussetzungen ist gleich 
dem Zähler dieses Bruches. 


Die Ausführung der Entwickelungen kann leicht schematisch durch- 
gemacht werden, wie das folgende Beispiel zeig. Wir gehen von 


ß=5 


aus und haben zuerst die beiden zweigliederigen Entwickelungen 
P = 11 + 2/7 = 1/2 — 5/7. 


Jeder der beiden Brüche giebt Veranlassung zur Bildung zweier drei- 
gliederiger Entwickelungen, indem man 2/7 und 5/7 zweigliedrig entwickelt: 


P=1V1+13+12=1/1+1/4— 1/2 

= 1/2 — 1/1 + 2/5 = 1/2 — 1/2 — 3/5. 
Die beiden Brüche der ersten Zeile sind, weil ihre letzten T'heilzähler schon 
den absoluten Werth 1 haben, in der Entwickelung zu Ende geführt; die 


beiden letzten geben weiter je zwei viergliedrige Entwickelungen, indem 
man 2/5 und 3/5 auf je zwei Arten zweigliedrig darstellt: 


P=1V2—-1V1+12+1/2= 1/2—-1/1+1/3 — 1/2 
= 1/72 - 2 — 1/1 +2/3 = 1/2 — 1/2 — 1/2 — 1/3. 
Hier ist die Operation an dreien der Brüche vollendet; der übrig bleibende 


giebt zu zwei fünfgliederigen Entwickelungen Anlass, mit denen dann der 
Abschluss erreicht ist: 


ß = 142 —- VY2 — 1/1+1/1+ 1/2 = 1/72 — 1/2 — 1/1 + 1/2 — 1/2. 
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Man erkennt hierbei, dass jede nicht beendete Entwickelung auf zwei 
neue, um ein Glied vermehrte Entwickelungen führt. Liefert also $ genau 
a, eingliedrige, &, zweigliedrige Entwickelungen u. =. f.... «, von k Gliedern, 
so ist die Summe 


ur ur Mi 
try, trastat 
gleich 1. Man hat also die Gleichung 


(20.) zznel, 
wenn a, die Anzahl der Entwickelungen von in einen x-gliedrigen Ketten- 
bruch unter den in $ 4 gemachten Annahmen angiebt. Man erkennt daraus, 
dass die längsten Entwickelungen in gerader Anzahl auftreten. — 
Ist e,/g, der letzte bei der Entwickelung von ? auftretende T'heil- 
bruch, so ist 9, —>1. Wir betrachten die Entwickelung 


l/g, + &/Q: + +++ &, /h (h=1,2,..97) 
welche für A=g, mit 5 zusammenfällt. Ist z=+1, so haben die zu 
h=1,2,3... gehörigen Brüche der Reihe nach wachsende Zähler und 


Nenner, und zu A=g,—1 gehört derjenige der beiden dem 9 benachbarten 
Brüche, welcher den grösseren Nenner und den grösseren Zähler besitzt. Es 


sei dies —-. Ist = — 1, so haben die zu A=2,3,... gehörigen Brüche der 


ao 


Reihe nach wachsende Zähler und Nenner, und zu A=g,—1 gehört, wenn 


9, >2 ist, wieder der Bruch =, Ist abers,=—1lundh= 9, —1beig,=2, 


9 


so führt die Bildung auf den von der anderen Seite her dem 3 benachbarten 


% 
Bruch a . 
N. 


5 . .. 2 % . . . . 
Diese beiden Brüche an —* sind nach $ 1 die einzigen, welche zu 


oO N, 
in der Kettenbruch-Relation stehen; folglich sind es die einzigen, die bei 
irgend einer erlaubten Entwickelung der Kettenbruch 


(21.) lg +e/p+'.+8&-1/9:-ı 
liefern kann. Nach dem eben abgeleiteten Resultate muss also, wenn 
(22.) lg +&e/. +. +&-1/H-ı + &/g: — 1) 


gleich — ist, (21.) den Werth ne haben; und wenn (22.) gleich 4 ist, muss 
0 P 


o 
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(21.) den Werth — besitzen. Da aber die Anzahl der Entwickelungen von 


2 gleich z, ist, so folgt: Sind die Brüche 
No - 


„ 


u 2, 
n,' N. 
die beiden den Bruch f einschliessenden Brüche, so geht in jeder unter 
allen Entwickelungen der Näherungswerthe von P einer dieser beiden dem P 
unmittelbar voran, und zwar = gerade z2,-mal und „ umgekehrt z,-mal. Sind 
° e 


Zähler und Nenner von ei grösser als Zähler und Nenner von j °, so kommt 
[v7 


e 
der erste Fall genau so oft vor, als Entwickelungen mit dem Gliede 


..+8/9,=.-— 1/2 


enden; diese Anzahl stimmt also mit z, überein, d. h. mit dem Zähler des letzten 
Näherungsbruches, der bei der Entwickelung von 9 mit nur positiven Theil- 
quotienten auftritt. — 


Bei dem Beispiele = „ ergaben sich die 7 Entwickelungen 


| =ı 


1/1+1/3+1/2, 1/1+1/4— 1/2; 
1/2—-1/1+1/2+1/2, 1/72-1/1l+1/3-1/2, 1/2-1/2-1/2-1/3; 
1/2 -1/2—-1/1+1/1+1/2, 1/2 —-1/2—-1/1+1/2- 1/2. 

Die Gesamtheit derselben wollen wir als den Entwickelungstypus 


von 5 bezeichnen; er besteht aus 2 Entwickelungen von 3 Grliedern, aus 


3 Entwickelungen von 4 und aus zweien von 5 Gliedern. Dies schreiben 
wir kurz 


7 u) mw‘) 
t (3) = [3°; 4°; 5]. 
Allgemein soll die symbolische Gleichung 


IB) == [1 2m de 009 
angeben, dass unter den Entwickelungen von genau «, eingliedrige, «, 
zweigliedrige, &, dreigliedrige Kettenbrüche auftreten, u. s. f. 


Aus der Beziehung 


m m—n 


— = 1l/z+n/m = 1/x +1) -— 


«m-+n m 
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folgt, dass man den T'ypus 
(= 


erhält, wenn in den rechten Seiten der Typen-Gleichungen für 


n nm—n 
t (#) und 4 ( < ) 
die Klammern, welche sie darstellen 
Pl; 2%: 3”: N A dureh [2°; 3%; 4a: ..] 


ersetzt werden. Wir wollen diese Operation durch das Symbol 


mt n 


m n m—n 
(23.) er) + he ;+1) 
andeuten. 
Nunmehr können wir den Satz beweisen, dass die beiden Typen 
. ab +1 u ab + s 
(24.) eyceltiluder ne 


2. . . fi a 
übereinstimmen. So hat z.B. © denselben Typus wie „,, wobei im allge- 


meinen Satze a=2,b=3,z2= 1 genommen ist. In der T'hat hat man für 
1/1+1/2+1/3; 1/2 -1/2-—- 1/4; 

1/1+1/73—-1/1+1/22; 1/11+1/3-1/2-1/22; 12—1/1+1/1+1/3; 
1/72 —-1/1+1/2—-1/1+1/2; 1/2-—-1/1+1/2—-1/2— 1/2. 


Es ist also wirklich 


ı() = [32; 43; 5° 5]=1(4) 


Den Beweis des allgemeinen Satzes stützen wir auf die Formel (23.). 
Sie giebt für die linke Seite von (24.) die Umformung 


Teac une) 


und für die rechte Seite von (24.) ähnlich 


(re). 


Sind nun aber diese beiden Ausdrücke einander gleich, dann ist auch 


(25.) Im Eric Er arte SFr) 


1* 
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Der Beweis von (25.) ersetzt also den von (24.). Auf jeder der beiden 
Seiten von (25.) wenden wir jetzt wieder (23.) an und unterdrücken, genau 
wie soeben, das anzufügende + 1 auf beiden Seiten. Dann entsteht als zu 
beweisende Gleichung 


ee 
ui ()+:C3 rl ww „+ Cannes! 


hier ist (2) = ı(4)= (1']; folglich wird die zu beweisende Gleichung 
a—]1 a ab—2a+I1I\_ b—1 
( a lan en” ice 
— 2b +1 
+ url, ab—b+1 
Von hier aus gelangt man auf demselben Wege zu der Gleichung 


(A) + —oETiee ten) 


-G) + Eee tt 


u.8. w. Nun nehmen wir an, a sei <b; dann erreichen wir auf dem an- 
gegebenen Wege die Gleichung 


ET) 
aa-+] 
+C le N) 
tr le) 


b 1 
+ 1 — (4a —1]) N, + ie — (a—1)b+ 0) 





(26.) 





deren rechte Seite 


ar Hd) 


wird. 


Diese Beziehung (26.) bezw. (26°) wäre also zu beweisen. Die 
weitere Anwendung der gleichen Methode führt links auf | 
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) u 
TORI EEE EEE Ar eg rs 
(b— 1) — -] 
+(, — 1) u Te nn di 


also auf einen Ausdruck, in dem gegenüber (26.) das b um eine Einheit 
vermindert erscheint; rechts kommt man auf einen Ausdruck von gleicher 
Eigenschaft; (26.) und damit (24.) ist also bewiesen, wenn man 5 bis auf «a 
erniedrigt hat. So ist der Beweis geführt. — 


Man erkennt leicht, dass die Formeln gelten: 
2 
(ur) 
Gt =] 
3m +1 nf 3m +2 =|[ ’ ]; 
4 4 91. Q1. AN. 
(et) ö 4]; 


Tem i) nei () = [2'; 3'; 4; 5°]; 


er 5) ” (ur 5) = [355 4]; 


au -) =[2'; 3’; 4':...;(m — 2); m]; 


er) un [3°; Br... be - 1), L + 1); € z 2) ]; 


87. 
Eine andere Art, unsere Fareysche Reihe von Brüchen zu durch- 
0 i m 
j aus geht man zu einem der folgender Brüche 
Ba u OÖ . i 2, 
= über, der mit j In Kettenbruchrelation steht; von „ zu einem der fol- 
0. 


Ua 


laufen, ist die folgende: Von 


a. 


R 25 a 
genden Brüche —”, der mit - 
Nn5 N. 


Die Nummerirung soll dabei, wie schon oben festgesetzt worden ist, nach 
$ 1 vor sich gegangen sein, und unter einem „folgenden“ Bruche ein solcher 
mit höherer Nummer verstanden werden. Jedes derartige Durchlaufen der 
Reihe R giebt zur Bildung eines Kettenbruchs Veranlassung. Sind nämlich 


in Kettenbruchrelation steht; u. s. f. bis zu 9. 
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=, = u drei aufeinanderfolgend berührte Brüche, so können wir den 
a r 


Theilnenner g und das Zeichen e= + 1 aus den beiden Gleichungen 
2, = 03; +83, n,=gn; + En, 
bestimmen, da hierbei durch Elimination 
(27.) [ © (8.05 — 250.) = 3,05 — 35N,, 
9(2,N;— 3;n,) = 3,0, —2,n, 
wird. Die erste der beiden Gleichungen giebt wegen der Kettenbruch- 
Relationen, wie es sein muss, e= +1; die zweite zeigt, dass g eine ganze 


Zahl ist; aus ihr folgt ferner, wenn wir die Äroneckersche Bezeichnung 
sgn(a) = a: |a| benutzen, 


(27°.) sgn (g) = syn Ta _ ) . sgn 2 _ a ' 


Na N; 


Z 2 ® s Z . .. ® 
und da 2, = beide auf derselben Seite von = liegen, nämlich auf der, auf 
B Y a 


welcher auch der Bruch £ sich befindet, so ist, wie es nothwendig war, 


g positiv; also lassen sich die Brüche als Näherungswerthe in einer Ent- 
wickelung 


l/g, + &/9: + 8/9; ++ e/g + ... 
auffassen. 


Als Beispiel hierfür geben wir alle Entwickelungen von ? = n, 


die den zu Anfang des Paragraphen gemachten Bedingungen entsprechen. 
Es sind 


1/2+1/2+1/2; 1/2+1/3-1/2; 13 —-1/2— 1/3. 
vi+1/1-13+12; 1/1+1V1-14-12; 1/2+1/1+1/1— 1/3; 
1/22 +1/72 +1//1+1/l; 73—-1V2-1/2+1/l. 
/1+11-12+1/1-1/3; 1y1+11-13+11+1/1; 
y2+1/1+1/1—-172+ 1/1. 
1y1+1/11—1/72+1/1—- 1/2 + 1/1. 

Bezeichnen wir die hierher gehörigen Entwickelungstypen mit z, 
so ist 
T (5 = [3° 4°; 5°, 6]; 


die Anzahl der Entwickelungen ist hier gleich dem Nenner von P. 
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Wir können allgemein beweisen: Die Anzahl der Entwickelungen 
eines Bruches $ unter den jelzt geltenden Voraussetzungen ist gleich dem 
Nenner dieses Bruches. Wir nehmen an, der Beweis sei schon für Brüche 
mit kleineren. Nennern geliefert. Da der Satz für 


= 1V/1+1V1= 12, 


=1/1+1/1-12=1/2+1/1l=1/3, 


vw vl» 


richtig ist, so können wir ihn auf dem Wege der strengen Induction be- 
weisen. Es sei nun 


B = la + lUa+ 1a; ++ 1/a,= -—%, 


N. 
B=  Uatlatıo + la-i, 
B"= Um ++ a, &t, 
dann ist bekanntlich 
2, >= n 3, n",. 
und daher wird 
= m 1 ir nu £ Su 
N a a, + z dı A - n'. a, I 1 "BR 


Unternehmen wir es nun, alle Entwickelungen, die unseren Voraus- 
setzungen genügen, für ?, d. h. für die Fareysche Reihe 


0 1 2 aa 1 u 247 


I’. + a +10 "a Uta 3921 


aufzustellen, so muss das erste Glied aus - : 


EARP TER, entnommen 
ey ’a,’ a +1’ 


® . . . . .. . 5 “ Ö ® 
sein, da dies die einzigen Brüche der Reihe sind, welche mit j in der 


1 1 R 
— nur mitdem 


Kettenbruch-Relation stehen. Unter diesen sind nn eng 
du gen 3 


® . 1 1 . . . “ 
jedesmal folgenden der Reihe —, PIRERE - in dieser Relation. Beginnen 
- 1 


1 


wir daher mit einem der Glieder - YaT die Entwickelung, so 
2 


N 


1’ 
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müssen hinter dieses Glied alle folgenden derselben Reihe gesetzt werden, 


bis zu er Es giebt demnach an Entwickelungen, die mit einem der Brüche 


1 
1 1 1 . s ® 1 . . 
ng Z beginnen, a—mal so viele als mit jn beginnen. Von diesen 
1 1 


letzten giebt es aber n’,; denn die Kettenbruch-Relationen der Glieder der 
Reihe für 5’ stimmen mit denen der Glieder der Reihe für überein, so- 


bald man in der letzten Bruchreihe die Glieder 7, 4, Zr 22 weglässt 
y1 Aa 


und n durch n ersetzt denkt. Es giebt also a,-n’, solcher Entwickelungen. 
1 


An zweiter Stelle betrachten wir die Entwickelungen, die mit 





dı + 1 
beginnen. Bei allen diesen muss die ganze Reihe Rn Br Re. DUB 
oO a +1 2a, +1’ aa, +1 


durchlaufen werden; folglich ist die Zahl dieser Entwickelungen dieselbe, 





als ob man die Fareysche Reihe bei - beginnen würde. Diese Zahl 


az 
aa-+1 
stimmt daher mit derjenigen der Entwickelungen von f" überein; d. h. sie 
ist=n,. Da nun 


an, +n,=n, 
ist, so ist der aufgestellte Satz bewiesen. 


Bei jeder dieser Entwickelungen steht in der Nummerirung vor dem 


letzten Bruche - entweder der links oder der rechts benachbarte. Diese beiden 


0. 


mögen , * heissen; _ 


Er 


besitze die grösseren Zähler und Nenner. Ent- 


wickelt man 


No 


jede dieser Entwickelungen durch Hinzunahme eines passend gewählten 


nach den Vorschriften, die für uns jetzt bestehen, so führt 


Theilquotienten g auf 2 folglich geht dem Bruche 3 bei seinen n, Ent- 


. 2 
wickelungen genau n,-mal der Bruch 2 voran und demnach n,-mal der 


(7 


Bruch 


N: 


In dem obigen Beispiel für $ = 4 lautet die Fareysche Reihe 
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5) 
bei der ersten, dritten, vierten, sechsten und neunten Entwickelung ist — das 
.) 


« 


vorletzte Glied in der Nummerirung, bei den sieben anderen ist es 


ne 
. 


Es mögen noch einige Entwickelungstypen angegeben werden, auf 
deren Beweis wir nicht eingehen: 


(2) =[1, 2, 3,...,@-1),n]; 





92 9: n-+ 1 n +3 | 
-)-[n8.,CH,4?] 
> a 2 R rk. | 
(7) = 1,8 +, +2, +]; 
[ > ER ‘ \3 ..\, oo‘ i 
n \3n re 5) en 3, 4, o.. (m + 17, (n + 2)", (n + 3/1 


ä (® —*) ze 3° ia (? = *: =), . Hrfe 2 >) ]; 
T (en) = 2, 3,4,...,n —2), (an — 1)", n| 





ö > n— 2 ” . h 
Die Formel für 7 ( ) hat Ausnahmen für » = 3 und 5; es ist 
} 


:()=-[n2 3] +5)=- [2 98) 


Eine Beziehung, ähnlich wie (24.) für die £, scheint nieht zu bestehen. 
Dagegen führt die obige Schlussfolgerung, welche die Anzahlbestimmung 


nämlich 


der Entwickelungen lieferte, ohne weiteres auf eine Reduetionsformel für 
die Typen der jetzt möglichen Entwickelungen. Ist nämlich 


: (2) = BE ,0,...|, 


so möge, entsprechend den oben gemachten Einführungen, 
) \r fr . . 
T 4 ;+m)= | (m + 2)°, (m + 5)”, (m + 4)", a 


gesetzt werden. Dann gilt die Recursionsformel 


(e) =; 4)4e li; 42)H +r(&; +a,) 
He (ih; +a,), 
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falls die Bezeichnungen (28.) benutzt werden. Ist dabei die Entwickelung 
von PD zweigliedrig: 


P = l/a, + Va, = =; P 


[74 a. 


I 
- 
S 

li 


dann ist zu setzen 


I. 


ee 


Beispielsweise erhält man für den Bruch — als Typenbestimmung 


+1 
3 
b; (5: =} 


T 2; +1)+:(5; +2) +. +7(5; +n)+r(Q, +3) 


= [2, 3, 4) +[3, 4, 5)+ + +1,n+2,»+3]+[3] 
-[2, 3,2, ..(n +1), (+2), (m + 3)] 


was mit dem oben Angegebenen übereinstimmt. 


$ 8. 

Wir wollen endlich auch noch die Einschränkung fallen lassen, dass 
man bei dem Durchlaufen der Brüche stets zu folgenden, d.h. zu höher 
(nach $ 1) nummerirten Gliedern übergeht. Um solche Operation aber als 
Kettenbruch darstellen zu können, muss zwischen je zwei einander folgenden 
Brüchen die Kettenbruch-Relation bestehen. Dabei sollen die T'heilnenner 
g wesentlich positiv sein, während die e gleich +1 oder —1 werden. Aus 


— ” . TR Zu Z 3, . 
(27*.) ergiebt sich, dass dafür, wenn Er, =, „ auf einander folgen, charak- 
a B Y 


teristisch ist: 


2 2% z 3. 
So. (= = sn \— — —). 
( ] 9 N. Na 9 (& n, 
zo .. % 3. ° ... .. . .. . 
Es müssen also = und + gleichzeitig grösser oder gleichzeitig kleiner 
B Y 
Ba Z s. [3 . ” * Ez 
als — werden. Ist nun we ein Mittelglied oder das Endglied einer Serie 
7 a 


(nach $ 1), so kann mit diesem Bruche von den niedriger nummerirten nur 
der unmittelbar vorhergehende und das Schlussglied der voraufgehenden 
Serie in Kettenbruch-Relation stehen. Der erste Fall ist auszuschliessen, 


% % 25 . En . 
da sonst u en = neben einander treten würden, und da dies nach (27*.) 
A @ 3 





g = 0 ergeben müsste. Daraus folgt allgemein, dass ein und derselbe Bruch 2 
3 
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nicht zweimal, nur durch einen Zwischenbruch getrennt, auftreten darf. 


Also kann man von — rückwärts nur nach dem Schlussgliede der vorher- 


gehenden Serie, "R gehen. Die Richtung von =” nach = ist dieselbe wie 
3 174 rj 


die von > nach dem entwickelten Bruche 5 zu; daher liegt auch — nach 
a n. 


derselben Richtung hin; und da > nur mit den Gliedern der Serie, zu welcher 


) 


- 
- 


— gehört, und zum Anfangsgliede der nächst höheren Serie in Kettenbruch- 
Nu 


. . 25 . . r* ) 
relation steht, so darf auf — nur eins dieser Glieder folgen, d. h. der 


N 


festgestellten Richtung wegen, oder damit sgn(g) = +1 sei, nur ein höheres 


. [ . Bu . .. .. y . 
Glied der Serie mit oder das Anfangsglied der nächst höheren Serie. 
2 


Wir betrachten vor allem die Entwiekelungen, die auf frühere Glieder 
zurückführen; wir nennen solche: „Entwickelungen mit Rückkehr“. Zum 
genaueren Studium dieser Verhältnisse betrachten wir zunächst den einfachen 
Fall, der unsere Annahmen erläutern soll, 


we Me u... 
(31.) Eu u Sr 2 he u 


1 
| (0), &, 31 A... , [ol 1; 


und bezeichnen der Bequemlichkeit halber die Brüche durch ihre Nummern, 
bei denen wir jetzt die Klammern unterdrücken. Dabei berücksichtigen 
wir nur die Folgen, bei denen wirklich ein Zurückgehen auf einen niedriger 
nummerirten Bruch vorkommt; die dem vorigen Paragraphen angehörigen 
rn Entwickelungen lassen wir bei Seite. Dann kann man etwa als zu 


durchlaufende Reihe die Entwiekelungen mit Rückkehr bilden: 
u Bi. 
1, 2,3, 1 
nu 8 
1 3, 1 
1 1 


‘ 


En 


‚2, 9, 


Wir können alle Bildungen von Entwiekelungen mit Rückkehr durch die 
g* 
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Lösung der folgenden combinatorischen Aufgabe erhalten: Die Reihe 1,2,3,...,n 
soll durchlaufen werden; dabei dürfen auf die Glieder 2.3,...,(a—1) nur die 
nächst höheren dieser Reihe folgen oder die 1; diese darf mehrfach eingeschoben 
werden, doch müssen zwei Einsen mindestens durch zwei andere Glieder 
2,3,...,(n— 1) getrennt sein; folgt 1 auf a, dann muss auf a,1 ein höheres 
Element als a folgen; die Reihe muss mit einem der beiden Elemente 1 oder 2 
beginnen; mindestens ein Mal soll die 1 eingeschoben werden. So hat man 
z. B. für a = 5 die zehn Möglichkeiten von Entwickelungen mit Rückkehr 


123415 25145 2145 
1253145 2515 215, 
12315 21545 
23415 213415 


. gr . 4 
denen die zehn Kettenbruchentwickelungen von - entsprechen 


1/1+1/1+1/1— V2—-1/1+ 1/1; 1/2— 1/2 — 1/1+1/1+1/1; 1/2— 1/1+1/2+1/1; 
1/71+1/1+1/1—-1/1+V1+1/l; V2— 1/2 —1/1+1/2; 1/2—1/1+1/3; 
1/1+1/1+1/1—1/1-+ 1/2; 1/72—1/1+1/1+1/1— 1/2; 

1/72 —-1/2- 1/2—-1/1+1/1; 1/2—-1/1+1/1+1/1—1/1-+1/l. 

Wir wollen die Anzahl der zu (31.) gehörigen Entwickelungen mit 
Rückkehr bestimmen. Diese Anzahl bezeichnen wir mit A(n). Jede Ent- 
wiekelung endet mit z, und vor diesem » steht entweder (a—1) oder 1, 
Die Anzahl der Entwiekelungen erster Art sei A(n; n—1), die der zweiten 
Art sei A(n; 1). Dann ist 

(32.) A(n) = A(n; n-1l)+A(n; ]). 

Geht dem n das (n — 1) vorauf, so führt eine Unterdrückung von n 
auf eine zu A(»a— 1) gehörige Entwickelung; und umgekehrt: hängt man 
an jede zu A(»— 1) gehörige Entwieckelung noch das Element » an, dann 
kommt man zu einer Entwickelung von A(n; n—1). Es ist also 

(33.) A(nn—-1)=Alkm-|]). 
Geht dagegen dem r» das Element 1 vorauf, so führt eine Unterdrückung 
beider entweder zu einer Eutwickelung eines Gliedes von einem der Symbole 


A(n—1;n—2), A(n—2;n-—3),..., 4A (3; 2), 
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— da nämlich vor 1,» kein 1, stehen kann, sondern nur ein (z— 1), — 
oder zu einer der (2» — 5) folgenden Entwiekelungen, die ohne die Elemente 
1,n keine Rückkehr aufweisen, 
1,2,3,4,..,.-1; 1,23,3,4,..;@—2);... 1,23; 
2,3,4,..,%—1]); 2,3, 4,...,(8- 2)... 2:8: 2. 
Umgekehrt führen alle diese auf verschiedene zu A (n, 1) gehörige Ent- 
wiekelungen. Demnach ist die Gleichung bewiesen: 


n—1 
34) Aııl)= EZ Ak; -1)+(2n—5) (A (3;2)= 0). 
em 


zZ 


Gesetzt nun, man wüsste, dass die Beziehung 
(35.) Al; )=Alm-1)+2 


gilt, dann würde sich aus (34.) ergeben 


Aß+l:1)= 5 Al#z—-1)+(2n-3) 
Er 


=A(nn-1l)+2+ 3 A(z;z—-1D)+(2n-5 
Pr 3 


\ 


= A(n;n—- 1)+2+An:;l))= Am) +2 
nach (32.). Also ist (35.) richtig, wenn es für kleine Werthe von n gilt. 
Nun ist 
Aß;2)=0; Ald3)=1; Ald;d)=4; 
AS:DH=>1 All); Abs)=6; 
demnach ist (35.) allgemein bewiesen. Durch Verbindung von (33.) und 
(35.) mit (32.) ergeben sich die Schlussresultate 


(36.) A(nd)=2(Am—1N)-+|) 
=3-.2""° 2, 
(37.) A(n;)=3-2""* Aln;n-1)=3-.2""'—2., 


Hier giebt (36.) die Anzahl aller Entwiekelungen mit Rückkehr. 


Jede der zu A(n) gehörigen Entwickelungen beginnt entweder mit 
1 oder mit 2. Wir wollen die Anzahl der mit 1 beginnenden durch B (n) 
bezeichnen und ebenso die Anzahl der aus A (n; 1) und aus A (n;n» — 1) mit 
1 beginnenden Entwickelungen bezw. mit B(n;1) und mit B(n;n— 1). 
Dann gilt natürlich die Gleichung 


(38.) B(a)=B(n;n—1)+B(n;1]). 
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Nun kommt man von allen zu B(»— 1) gehörigen durch Anhängung des 
Elementes z zu solchen von B (n;n — 1) und umgekehrt von diesen zu jenen 
durch Weglassung von rn. Demnach ist zunächst 


(39.) B(n;a—-1)=B(n-|]). 

Ferner kann man alle zu B (a; 1) gehörigen Entwickelungen durch 
eine der drei nachstehenden Operationen erlangen: I. Man ersetzt in allen 
B(n-—1;1) das letzte Element (a—1) durch ». II. Man fügt in allen 
B(n— 1;n— 2) rechts die Elemente 1,2 hinzu. III. Man nimmt die eine 


neue Entwickelung 1,2,3,..., (a — 1), 1,» auf. Offenbar erhält man so 
alle Entwickelungen von B (rn; 1) und jede nur einmal; somit ist 


(40.) B(n;l)=BRaR—-NW+1 
und deswegen aus (38.) 
(41.) B(n)=2B(a—-1)+1. 
Da nun B()=0, B(4)=1, B(5)=3 ist, so folgt allgemein 
(41°.) B (n) = @""’—1, 
(42.) B(n; 1)=2"* B(n;n—-1)=2"*-1. 


Aus (36.) und (41*.) ergiebt sich, dass von den zu A(r) gehörigen Ent- 
wickelungen 
C(n) =2""?—1 
mit dem Elemente 2 beginnen. — 
Schliesslich soll in aller Kürze noch die Anzahlbestimmung für die 

Entwickelungen der Fareyschen Reihe 

u RER. . 

+1’ 2341 "u + 1! we" 2 1 

[a +1], [a+ 2],..., [a+ 5]; [a],..-, [2], [1] 
geliefert werden. Wir bestimmen zuerst die Entwickelungen mit Rück- 
kehr. Da jedes der Glieder 1,2,...(@— 1) nur vor dem nächst höheren 
auftreten kann, so kommt das Glied a in jeder Entwickelung vor, welche 
nicht mit (a+ 1) beginnt; diese Entwickelungen können daher mit 


LE. rar. + ae; 


anfangen. Ihre Zahl ist folglich a-mal so gross als die der Entwickelungen, 
die zu der folgenden Fareyschen Reihe gehören, 


[2], [3),..., [+1], [1], 
















E. Netto, über Näherungswerthe und Kettenbrüche. 





: d.h. nach (41*.) gleich 
a-B(b+1)=a("’— 1). 
Ausserdem kommen nur noch Entwickelungen vor, die mit (a + 1) beginnen. 
Das sind 
Cb+1)=2’-'-1. 

Die Summe der beiden letzten Zahlen giebt die Anzahl der Ent- 
wickelungen mit Rückkehr. Nimmt man die übrigen hinzu, deren Anzahl 
gleich dem Nenner (ab +1) ist, so folgt: Die Anzahl der Kettenbruch- 


I 


entwickelungen eines Bruches von der Form beträgt 


ab-+]1 
(a+2)-2"°+a(b—|1). 
Es ist jetzt klar, wie die weiteren Fälle zu behandeln sind; doch 


wird das Resultat bei der allgemeinen Frage nicht einfach genug, um hier 
abgeleitet zu werden. 
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Einleitung. 


Unter einer Dirichletschen Reihe versteht man eine Reihe der Form 
2 " 
(1.) 2er, 
a1 
wo die A, eine Folge mit dem Index » monoton ins Unendliche wachsender 
positiver Grössen sind, die a, reelle oder complexe Coeffieienten. Zu diesen 
Reihen gehören im besonderen (für A, = logn) die Reihen 
“Mm, 


are 
unter »° ist der auch für complexe s eindeutig bestimmte Werth e''*” zu 
verstehen, wo logn den reellen Werth des Logarithmus bezeichnet. Die 
allgemeine Dirichletsche Reihe (1.) kann auch in die Form 


gesetzt werden, wo die /, positive mit » monoton ins Unendliche wachsende 
(Grössen sind und Z? den Werth e''”” hat. 

Die Dirichletsche Reihe wird in ihrem Convergenzbereiche als 
Funetion von s studirt, und es gelten folgende Fundamentalsätze*) I., II., III: 

I. Wenn die Reihe (1.) für s=s, convergirt, so convergirt 
sie für jedes s, dessen reeller Theil R(s) grösser ist als N (s,). 

Daraus folgt, dass, wenn eine Däirichletsche Reihe für s, divergirt, 
sie für jedes s mit kleinerem reellen Theil divergirt. Es ergiebt sich also, 
dass der Convergenzbereich einer Dirichletschen Reihe eine Halbebene ist, 
deren linke Begrenzung eine Parallele I (s) = e zur Axe des Imaginären ist; 


s ' | 
ce kann auch +00 oder — x sein, wie die stets divergente Reihe $ 


2 (log n)' 


® .. [ .. | * . 
und die überall convergente Reihe X ne illustriren. 
n—ıN. R 


Im Convergenzbereiche braucht die Reihe $ a, e ‘"* nicht unbedingt 
l 


n 


*) Vergl. Cahen, „Sur la fonction {(s) de Riemann et sur des fonctions ana- 
logues“, Annales scientifiques de l’ecole normale superieure, Ser. 3, Bd. 11, 1594, S. 75 #., 
wo diese Theorie zum ersten Male ausführlich vom Standpunkte der Theorie der 
Functionen complexen Argumentes aus behandelt worden ist. Es ist allerdings Herrn 
Cahen entgangen, dass der wichtige Satz I. schon bekannt war und von Herrn Jensen 
herrührt: „Om Raekkers Konvergens“, Tidsskrift for Mathematik, 5. Reihe, Bd. 2, 1834, 
Ss. 10. 
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zu eonvergiren; fragt man nach dem Gebiete der unbedingten Convergenz, 
so kann man leicht beweisen, dass es gleichfalls eine Halbebene ist, welche 
links von einer Parallelen R (s)=y zur Axe des Imaginären begrenzt wird; 
diese Gerade fällt entweder (was für reelle positive a, stets eintritt) mit der 
oben erwähnten Geraden R(s)= ec zusammen (e=y), oder sie liegt rechts 
von ihr (e<{y) im Endlichen oder Unendlichen. Die Lage dieser beiden 
(reraden ist von Herrn Cahen*) in analoger Form bestimmt worden wie der 
Kadius des Gonvergenzkreises einer Potenzreihe vordem durch Cauchy und 
Herrn Hadamard; die Abscissen der Grenzgeraden sind, falls sie — 0 sind, 


— 


x C 
log | a, log 2 ja, | 


— ’ = lim sup = one 


° — ]im sup 2 ‘ 
A: 2B=@ A: 


Wenn e und x endlich und verschieden sind, wird durch R(s)=e und 
R(s)=y die Ebene in zwei Halbebenen und einen zwischen ihnen liegenden 
Streifen”*) eingetheilt, derart, dass, von links nach rechts gesehen, die Ge- 
biete der Divergenz, der bedingten Convergenz und der unbedingten Con- 
vergenz auf einander folgen. Das Verhalten auf den Grenzgeraden bleibt 
unentschieden. 

Es mögen an einigen Beispielen die wichtigsten der denkbaren Fälle 
erläutert werden: 


1. Für a,=1, 4, = logn erhält man die Reihe u hier ist 


Er 


T 
log & 1 
nl 


e=Yy = lim sup 
| log x 


= 


= lim suopl = 1; 

=» 
links von R (s) = 1 divergirt die Reihe, rechts von R (s) = 1 convergirt sie 
absolut. 


Ei / ii ö . 4 — 1 n 
2. Für a,= (— 1)", 4), =logn, also für die Reihe $ ( . 


u: 1 


‚ ist: 


log | 8° (— Dr] 


c = lim sup = N, 
log x 


=n 


l. ec. S. 8T7—89. 

Die Breite y—c dieses Streifens ist nach Herrn Cahen (l. ce. S. 92) höchstens 
log „. 2 a r 

lim sup 2 ‚ für Reihen N = also höchstens 1. 


== 8 ec n=ı M 


*) 
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da & (— 1)" nur der Werthe — 1 und 0 fähig ist, und 


a1 
log & |(— 1)*] log B 
— lim sup — " — lim sup | — lim sup 1 — 
2 2= © I log x e—=—=& log 7 x I. I 1. 


Hier findet Divergenz für NR (s) < 0, bedingte Convergenz für 
O<N(s) <I1X, unbedingte Convergenz für N (s) > 1 statt. 


‘ Nor n93 Ba . . fi (— l )* . 
3. Für a, = (— 1)", 4, = log log rn, also für die Reihe $ og, 188 
n - 07% I) 
log |, 13" 
c = lim sup — UV, 
Bi: log log x 
log I I 1)” | 
} m N it. i log (2x — 1) 
y = lim sup — lim sup =+®, 
2 log log x ph log log x 


sodass die betrachtete heihe nirgends unbedingt, aber in der Halbebene 
N (s) > 0 bedingt convergirt. 

Ein anderer Fundamentalsatz ist: 

Il. Wenn e die Abseisse der Grenzgeraden ist und & T 


positive Grössen sind, so econvergirt für Ns) _e+e -T= I(s) — T’ 
es 
die Reihe F a,e "' gleichmässig.’”) 


n=]1 | 
Daraus folgt nach einem bekannten Satze von Weierstrass:”” 


J 
III. In der Convergenzhalbebene stellt die Reihe Ya, e-' 


n I 
eine analytische Funetion von s dar; diese ist für jeden Punkt s, 
jener Halbebene in eine Potenzreihe 
Rle-n)= 3 0,(-5) 
v=—( 

entwickelbar, welche mindestens im Innern des Kreises mit 
dem Radius R(s,) —ce eonvergirt. 

Die Ableitungen der Funetion ergeben sich in der Convergenzhalb- 
ebene der Dirichletschen heihe durch gliedweise Differentiation derselben. 


\/ 


*) $(s)-i bezeichnet den imaginären Theil der Zahl s = W(s) + 3(s)-i. 
**) Cahen, 1. c., S. 83. 
*), „Zur Functionenlehre“, Monatsberichte der Königlich Preussischen Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin, 1550, S. 723; Abhandlungen aus der Funetionenlehre, 
1886, S. 73—74; Werke, Bd. 2, 1595, S. 205. 


9* 
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Dies sind die Grundzüge der bekannten allgemeinen Theorie der 
Dirichletschen Reihen, welehe mit der T'heorie der Potenzreihen manche 
Analogieen bietet, aber wegen der nur bedingten CUonvergenz der Reihen 
noch schwieriger ist. Wie bei Potenzreihen fehlt hier eine allgemeine 
Methode zur HEURRNNRn darüber, ob die für W(s)>e durch eine be- 


stimmte Reihe & a, e”'"° dargestellte Function über die Grenzgerade hinaus 


n=1 
fortsetzbar ist. Man hat den Nachweis — mit einer sogleich anzugebenden 
Ausnahme — für diejenigen speeiellen Dirichletschen Reihen geführt, mit 
denen man sieh bisher hauptsächlich beschäftigt hat. Das sind die Reihe 


2 AI Z ’ 2 i ; 
> —, welehe für R(s) > 1 die Riemannsche*) Z-Funetion darstellt, ferner 
7 / ) 


n=1H# 
die von den Herren Lipschitz**) und Lerch***), in Specialfällen von den Herren 
Kinkelin”””), Hurwitz’r), PiltzYY), Cahentir) und Mellin fit) behandelte Reihe 


% nx 
e 


P) 
ai (w + n)' 


(Re) < 0), 


*) „Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse“, Monats- 
berichte der Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1859, S. 671. ; 
Werke, 2. Aufl., 1892, S. 145 ft. 

**) „Untersuchung einer aus vier Elementen gebildeten Reihe“, Journal für die 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 54, 1857, S. 313ff.; „Untersuchung der Eigen- 
schaften einer Gattung von unendlichen Reihen“ i Si Bd. 105, 1589, S. 127 fl. 


Er i : L e kriege % ! 
“*) „Note sur la fonction 8 (w,2,s)= 3 ——  , Acta mathematica, 
k=V (w+-k)' 
Bd. 11, 1887, S. 19 ff.; „Zakladove theorie Malmstenovskych rad“, Berichte der 


tschechischen Akademie der Wissenschaften, 2. Klasse, Bd. 1, No. 27, 1892, 8. 52I>—I%. 


"*##) Allgemeine Theorie der harmonischen Reihen mit Anwendung auf die Zahlen- 
theorie“, Programm der Gewerbeschule in Basel, 1862. 


ES = sr ae N a 
T) „Einige Eigenschaften der Dirichletschen Functionen F(s) = $& ) -, die 
n’ nn‘ 


bei der Bestimmung der Classenzahlen binärer quadratischer Formen auftreten“, Zeit- 
schrift für Mathematik und Physik, Bd. 27, 1582, S. 86 if. 


77T) „Ueber die Häufigkeit der Primzahlen in arithmetischen Progressionen und 
über verwandte Gesetze“, Habilitationsschrift, Jena, 18>4. 

1TT) l. ce. 

TTTT) „Ueber eine Verallgemeinerung der Riemannschen Function &(s)*, Acta so- 
au scientiarum Fennicae, Bd. 24, 1899, No. 10. 
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welche auch den Riemannschen Fall umfasst, und einige noch allgemeinere 
Reihen‘). 

Von der Z-Funetion ist schon durch Riemann bekannt (Herr Jensen“*) 
hat später einen besonders einfachen Beweis angegeben), dass sie sich in der 
ganzen Ebene fortsetzen lässt und im Endlichen als einzige Sineularität 
einen Pol erster Ordnung s= 1 hat. Insbesondere auf der Geraden R (s) = 1 
liegt also ausser s=1 keine Singularität; aber erst in neuerer Zeit ist von 
den Herren Hadamard”“*) und de la Vallee-Poussint) bewiesen worden, dass 
auch keine Nullstelle der S-Funetion auf der Geraden W (s)=1 gelegen 
ist; dies ist von Wichtigkeit für die Anwendungen auf das Problem von 
der Vertheilung der Primzahlen, für welche ja die T'heorie der £-Funetion 
geschaffen worden ist. 

Analog hat nun schon Herr DedekindT\) eine zu einem algebraischen 
Zahlkörper 2 gehörige Zetafunetion (die ich im Gegensatz zur gewöhn- 
lichen Zetafunction & (s) mit £, (s) bezeichne) durch die Gleichung definirt: 

(2) = z,- 


N 
wo ı alle Ideale des Körpers z durchläuft. Nn bedeutet die Norm von ı, 
und in Nn’ braucht eine Klammer nicht gesetzt zu werden, da für ganz- 
zahlige s die beiden möglichen Lesarten wegen 

N (mn) = (Nn)' 
gleichbedeutend sind und für beliebige s nur (Nm)' einen Sinn hat. Man 
kann auch schreiben fff): 


*) Vergl. insbesondere Mellin, „Eine Formel für den Logarithmus transcendenter 
Funetionen von endlichem Geschlecht“, Acta societatis scientiarum Fennicae, Bd. 29, 
1900, No. 4, und Acta mathematica, Bd. 25, 1901, S. 169 ff. 

**) „Sur la fonction &(s) de Riemann“, Comptes rendus hebdomadaires des seances 
de l’academie des sciences, Bd. 104, 1857, S. 1156 ff. 

***) Sur la distribution des zeros de la fonetion T(s) et ses consequences arith- 


metiques“, Bulletin de la societe math@ematique de France, Bd. 24, 1896, S. 200— 202. 


7) „Recherches analytiques sur la theorie des nombres premiers“, Annales de la 
societe seientifique de Bruxelles, Bd. 20, 2. Theil, 1896, S. 220—242, 395 — 597. 
Tr) Vergl. z.B. „Vorlesungen über Zahlentheorie* von P. @. Lejeune Dirichlet, 
herausgegeben und mit Zusätzen versehen von R. Dedekind, 4. Aufl., 1894, S. 610. 
jr) Dedekind, 1. c., S. 611, vergl. Hilbert, „Die Theorie der algebraischen Zahl- 
körper“, Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung, Bd. 4, 1597, 8. 
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(3.) 


Tu 


.G)=N 1 I 
kr 


wo p alle Primideale des Körpers durchläuft, und 


(4.) 


e—1 n° 


wo F(n) die Anzahl der Darstellungen der ganzen rationalen Zahl » als 
Norm eines Ideals n des Körpers z ist. 


Von den drei Ausdrücken (2.), (3.), (4.) ist bisher bekannt”), dass sie 
für reelle s > 1 (also für complexe s mit reellem Bestandtheil R(s) > 1) 
eonvergiren, und dass das Product (s—1)£,(s), wenn die Variable s von 
rechts an s=1 heranrückt, sich einer endlichen, von Null verschiedenen 
Grenze nähert. Weitere Resultate über die für N (s) >1 durch jene Aus- 
drücke (2.), (3.), (4,) definirte analytische Funetion sind nicht vorhanden; 
Herr Hilbert“) machte noch jüngst auf diese Lücke aufmerksam. 


Der erste Abschnitt der vorliegenden Arbeit enthält einen Hilfssatz 
über Dirichletsche Reihen; im zweiten führe ich den Nachweis, dass die 
Function £,(s) über die Grenzgerade R (s) = 1 hinaus an jeder Stelle fortsetz- 
bar ist und dass abgesehen von dem Pole s= 1 keine Unendlichkeitsstelle, 
aber auch keine Nullstelle der Funetion auf der Grenzgeraden liegt. Auch 
wird ein links von der Grenzgeraden gelegenes Gebiet bestimmt, in dem 
die £,-Funetion nicht verschwindet. Das Hauptresultat des dritten Ab- 
schnittes ist der Satz, dass das Product (3.) für jedes s mit dem reellen Theil 
1 (ausser s= 1) convergirt und die Z,-Function darstellt; die hierzu ange- 
stellten Betrachtungen über gewisse auf die Primideale des Körpers er- 
streckte Summen bilden eine Ausdehnung der Tschebyschefschen Methoden 
auf die allgemeine Zahlentheorie. Im vierten Abschnitt werden diese arith- 
metischen, von der 'T'heorie der Dirichletschen Reihen unabhängigen Be- 
trachtungen zur Lösung eines Problems verwendet, das von Herrn Poincare 
formulirt und für einen speciellen höheren Zahlkörper, den Gaussschen 
Körper P(i) gelöst worden ist. Die Behandlung des Problems von der 


*) Dedekind, 1. c., S. 610—611; Hilbert, |. c. S. 230—232. 

**) „Mathematische Probleme“, Nachrichten der Königlichen Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen, mathematisch-physikalische Klasse, 1900, S. 275—276; 
Archiv der Mathematik und Physik, Reihe 3, Bd. 1, 1901, S. 215. | 
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Vertheilung der Primideale wird bis zu der Stelle geführt, an welche 
das Primzahlenproblem vor 1896 gelangt war: es ist die Unvollkommen- 
heit der 'T'heorie der Zahlkörper, nicht der analytischen Methoden, welche 
zur Zeit hier Halt gebietet. Der fünfte Abschnitt behandelt die Analoga 
zu den klassischen Problemen, welche Dirichlet und Herr Mertens für den na- 
türlichen Rationalitätsbereich und den Körper P(i) gelöst haben; es zeigt 
sich, dass gewisse Constanten durch die Z,-Function mit speeiellen Argu- 
menten ähnlich ausdrückbar sind, wie es für jene speeiellen Körper der 
Fall war. Der sechste Abschnitt enthält einen neuen und einfachen Beweis 
der unter dem Namen „Kroneckersche Grenzformel“ bekannten Relation, 
welche mit der £,-Funetion eines imaginär quadratischen Körpers z in Zu- 
sammenhang steht. Der siebente Abschnitt beschäftigt sich mit dem natür- 
lichen Rationalitätsbereiche; er ist der einzige, in dem ich von den neueren 
Resultaten über die Vertheilung der Primzahlen Gebrauch mache; ich unter- 
suche insbesondere die Abhängigkeit jener neueren Sätze von einander, 


Erster Abschnitt. 
Ein Hilfssatz über Dirichletsche Reihen. 


Die Betrachtungen über Dirichletsche Reihen, welche in diesem 
Absehnitt ausgeführt werden, beziehen sich ausschliesslich auf den Typus 
. a) © a . Hr. 
,,=logn, d.h. auf Reihen der Form 2 -,, wo sogar noch die Zähler a, 
n—=1 


als ganze rationale Zahlen — 0 vorausgesetzt werden; sie sollen nämlich 


nachher nur auf die &,-Function angewendet werden, welche durch eine 
Reihe (4.) jener Kategorie definirt werden kann und lassen sich übrigens 
leicht auf allgemeinere Dirichletsche Reihen ausdehnen. 


An den Dirichletschen Satz”) 
Ist f(n) eine zahlentheoretische Function von n, für welche 


E f(n) 
lim °=- 


=» 


x 


*) „Sur un theoreme relatif aux series“, Journal de mathematiques, Ser. 2, 
Bd. 1, 1856, S. S0—81; Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 53, 1857, 
S. 150—131; Werke, Bd. 2, 1597, S. 198; Vorlesungen über Zahlentheorie, S. 306. Für 
reelle ganzzahlige f (n) = O ist der angeführte Satz in Dirichlets Fassung enthalten. 
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existirt und gleich « ist, so convergirt 


55 1) 
n—ı N 
fürs > 1, und 
lim (61) & [m 
=] n=1 MW 


existirt und ist gleich « 

hat sich eine ganze Reihe ähnlich beweisbarer Sätze angeschlossen, welche 

namentlich von Berger”) und Herrn Pringsheim**) entwickelt worden sind; 

einer jener Sätze, welcher von Herrn Dedekind herrührt””*), lautet: 
Nähert sich 


1 5 fW 


log „Zi 


(m) fürs >1, und 


Bi 


h) 
u 
n 


füre=®x der Grenzea, so convergirt die Reihe $ 
das Product 

» f(n 

(s—-1l) & Ku) 

n 


nr 5 
nähert sich für s=1 einer Grenze und zwar der Grenze eo. 

Im einfachsten Falle f(») = 1 lehrt also dieser Satz, dass in den 
zwei Gleichungen 


. © |] 
(5.) $ 


— 2 
LE n° 


Fr — +P+Yy(s-VD+Ils-VD’+-- (Riemann) 


und 


(6.) 3 - =loge+C+O ()N (Maclaurin-Eulersche Summenformel) 


*) „Recherches sur les valeurs moyennes dans la theorie des nombres“, Nova 
acta regiae societatis scientiarum Upsaliensis, Ser. 5, Bd. 14, 1537; vergl. auch Franel, 
„Sur la theorie des series“, Mathematische Annalen, Bd. 52, 1599, S. 538. 

**) Zur Theorie der Dirichleischen Reihen“, Mathematische Annalen, Bd. 37, 
1890, S. 38—60. 

**) ], ec. S. 382; der Satz ist ein Specialfall des dort mit 4. bezeichneten. 

T) O(g(z)) bezeichnet eine Function von x, deren Quotient durch die Function 
g9(x) für grosse positive x nicht beliebig grosser Werthe fähig ist, also zwischen end- 
lichen Unbestimmtheitsgrenzen oscillirt, mögen dieselben verschieden sein oder in 0 


oder einem anderen Werthe zusammenfallen. Eine Function vw (x) kann also mit O (2) 
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die beiden Constanten &@ und 1 übereinstimmen. Die meisten der oben 
erwähnten weiteren Untersuchungen bewegen sich nach der Richtung hin, 


u d x n 
dass über das Verhalten von 5 /f(n) oder von $ [ e andere Voraus- 
[) 


|] n=]1 
setzungen gemacht werden, z. B. die, dass der Quotient durch x” (log ©)’ 
sich einer Grenze nähert; dadurch gelingt es dann, das Anfangsglied von 
Potenz- und anderen keihen zu bestimmen, welche nicht gerade wie die 
obige Reihe (5.) mit der (—-l)ten Potenz von s—1 beginnen. Dagegen wird 
die bekannte T'hatsache”), dass in (5.), (6.) auch die Coeffieienten $ und © 
iibereinstimmen, wenig beachtet; dieser Satz, dass die beiden Grenzwerthe 
lim (66) — —-) 
s=1 s--1 
und 
. = 
lim (3 — log x) 
an nt 
übereinstimmen (ihre Existenz steht von vornherein fest), wird auch in 
neuerer Zeit nicht immer einfach genug nachgewiesen. Man gelangt leicht 
zu folgendem allgemeineren Satz: 


Es werde die summatorische Function 


H (x) = 3 f(n) 


n = 


der Function f(n) zugleich mit x unendlich, und zwar so, dass 


(7.) Hz) = ax +0 (g(z)) 


Y 


bezeichnet werden, wenn zwei Zahlen & @ so gefunden werden können, dass für alle 
it 
zyw(2) —@ 

ist. Das ist bekanntlich für 

3 

V)= 3, —lge—C 

un 
der Fall, wenn C die Eulersche Constante bezeichnet. Die Bezeichnungsweise 0 (g (x), 
wird im Folgenden mitunter auch für complexe Functionen der positiven Variablen x 
angewendet; damit ist alsdann gemeint, dass der absolute Betrag des Quotienten durch 
die Function g(z) für positive unendlich wachsende = endlich bleibt. 

*) Vergl. Piltz: „Ueber das Gesetz, nach welchem die mittlere Darstellbarkeit 
der natürlichen Zahlen als Produkte einer gegebenen Anzahl Faktoren mit der Grösse 
der Zahlen wächst.“ Inaugurai-Dissertation, Berlin, 1881, 8.7. 
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ist, wo oa eine Constante bezeichnet und g(x) eine positive Function von «x, 


9(£) 


von der zweierlei vorausgesetzt wird: " ,- nehme für e— 1 mit wachsendem 


x monoton ab und 


2 g(O)di 
u 
l 
habe einen Sinn, d.h. 
2 lt 
. lim AUE 
8 r—ı / ı 


1 
eristire. 


Alsdann convergirt die Reihe 55 I) für R(s) >1 und lässt sich in 


„=ı. N 
die Form setzen: 
vo‘ m. Ä er 
ne = n en — +P4 ı; y 
ferner lässt sich > > folgendermassen abschätzen: 
n— 1 
(10.) 22 = alge+ß+11), 


wo die Constanten « und P mit den entsprechenden Constanten von (9.) über- 
einslimmen und « mit der in (7.) vorkommenden Constanten. 

Zum Beweise dieses für das Folgende erforderlichen Hilfssatzes führt 
der von Abel herrührende Kunstgriff der partiellen Summation. Es ist 

fr) = Hm) — Hn-1l) = en+y,— e(n—- 1) — Y.-ı 
= a4): 
wo 
Yu = O (g(n)) 

ist. 7, ist für jedes » eine wohlbestimmte Grösse, nämlich H(n) — an, deren 
(Juotient durch g(n) dem absoluten Werthe nach für alle » kleiner ist als 
eine Uonstante @. 

Für diejenigen s, für welche die linke Seite convergirt, ist also 


*) (p(x)} bezw. | (s)} bezeichne eine Function von & bezw. s, deren Quotient 
durch g (x) bezw. g(s) sich der Grenze OÖ nähert, falls x ins positive Unendliche wächst 
bezw. s auf der Axe des Reellen von rechts an 1 heranrückt; }1! bedeutet also in 
(10.) bezw. (9.) eine Function von z bezw. s, deren limes für 2 = © bezw. für s = 1 
existirt und O ist. 

*") y, bezeichne 0. 
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(11.) wer gernen. 


„1 n’ n ==] n° 


ö . . n N) per \ 
Dass die Reihe 3 ir für s > 1 (also nach dem ersten Fundamentalsatz 


s—1 
über Dörichletsche Reihen“) für R(s)>1) eonvergirt und dass ihr Produet 
mit s—1 sich für s= 1 der Grenze « nähert, folgt schon aus dem auf 
S. 71-72 erwähnten Dirichletschen Satz; denn aus der Existenz des Grenz- 


. u a gt h 
werthes (8.) in Verbindung mit der Annahme, dass 2 mit wachsendem / 
- - { In “, g(n) . 
monoton abnimmt, folgt die Convergenz der Reihe 5 ",” und aus dieser, 
n 1 N 
da eben ihre Glieder monoton abnehmen. 
. gan . gan 
lim n.9 9 — Jim oa) _ 0, 
= n n=% n 
.. H(z . az-+0Ol(glz 
lim (=) — lim HOKI)) 0, 
2=%8 T 2=% T 


so dass die Voraussetzungen jenes Dirichletschen Satzes erfüllt sind. Die 
Gleichung (11.) gilt also jedenfalls für N(s) >1. Aus (11.) folgt 


- f(n) ” 1 ” Yn— Yn-ı 
P — M y y 2 Yn 
also, da 
v. 1 1 
L) en R > N \ 
= n’ = pe 4 C4 {li 
Ist, 
., N 104 I Ya Bi 
(12.) B3 [(n) ans +oeC+1l} + > / / MR 
n—=ı #W s—1 n—] nn” 


Die Summe auf der rechten Seite von (12.) eonvergirt nach dem Voran- 
gehenden für R(s) > 1, da sie durch gliedweise Subtraetion der beiden 
y In) | 

— i 


164 . . 
und 3 _— entstanden ist; durch partielle 


eonvergenten Reihen Fr n 
die 22! 


Summation soll nunmehr ihre Convergenz für s = 1, d. I. die Uonvergenz 





- ge er Y ® EN ” 

der Reihe x ” . - dargethan werden. Es ist für 2<y 
n—|] _ 
y Yn — Yn—1 ao 4 ( se 1 ) N Ye—ı 2: Y 

n=x n n u. I n n ! l T Y +- | I 


Y ' Y 
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Nun ist für alle 1 
= 4Gg), 





also 
Maya) —gG % 9m) 9-1) 9(y) 
=. n =#e2 n® er. T Tr 
Die unendliche Reihe > u convergirt, wie oben bemerkt wurde, und 
a1 
g(n) , ui ’ 
; nähert sich für a = ® der Grenze 0; daher ist 
img 2990, 
>) 0 
lim ICP — Glim ED ,r-! 0, 
23 =8 x=% 1 T 
im 6 = in = 
also 
. y Yn — Yn—ı ER 
N Ah 
was die behauptete Convergenz von 3 ” em darthut. 
=} 


n 
Wenn nun aber eine Dirichletsche Reihe E a, e’* in einem Punkte 


n=1l 
s, eonvergirt, so ist bekanntlich, auch wenn s, auf der Grenzgeraden liegt, 
für positive gegen 0 abnehmende &*) 


0 . © \ 
lim Fa,ch"&t9) = Ba,e tr", 


eı) n—=l a1 


Also nähert sich, wenn s auf der Axe des Reellen an 1 heranrückt, die 


„ PrSe _ . > u j vn 
Summe 5 en dem Summenwerthe der convergenten Reihe F$ er nn 
n—1 ı n—1 n 


den ich mit #--«@C bezeichnen will, wo C die Eulersche, « die in (7.) auf- 
tretende Constante bezeichnet: 


zr I B-acH+|il. 
n—1 n’ 


*) Sogar fürs = ss, ta-+ bi (a >0,b= 0). wo a und b so Null werden, dass 
b 


endlich bleibt; vergl. Cahen, 1. c., S. 86— 81. 
a 
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Dies giebt, in (12.) eingesetzt, den ersten Theil der Behauptung 


Da © 2 | 
(9.) Sa rer Bd ll. 


Hierin ist « die Constante der Voraussetzung (7.) und 
P=aC+ B3 „en, 
Andererseits ist 
sem) _ zetnmm- 


Bi e „ » 1 4 Yn— Yn—ı 
Eee = n are = n + = n 
= e(loge+C+1}) + SFT — > nen 
= eloge+taC+{1}+ zr—t. +11}, 
= [(n) 
(10.) > „ -elgae+Prili, 


wo « und P denselben Werth haben wie in (9.) 
Damit ist der Satz auf S. 73—74 bewiesen; seine Voraussetzungen sind 
im besonderen erfüllt, wenn 


ga) ==" 

ist, wo m eine positive Zahl < 1 bezeichnet; denn alsdann nimmt 
9@) _ 1 
x? x — m 


mit wachsendem z ab und 


a. AEUE 
Ri: e dt | em 1— m 
1 


1 
hat einen Sinn. In diesem Falle besteht ausser dem Satze auf S. 73—74 noch 
folgender analog beweisbare Satz: 


Ist 
(13.) H(&)= Ef(n) =a2+0(e"), O<m<n 
so ist die für R(s) > 1 durch die Dirichletsche Reihe 
s f(n) 
(14.) P> + 


dargestellte analytische Function über die Grenzgerade R(s) = 1 hinaus in der 
Umgebung jeder Stelle s= 1+ti fortsetzbar; sie existirt mindestens in der 
Halbebene R(s) > m und hat in dieser Halbebene als einzige Singularität die 
Stelle s = 1, welche ein Pol erster Ordnung ist. 











78 E. Landau, über die zu einem algebraischen Zahlkörper gehörige Zetafunction. 


Beweis: Es ist für R(s) > 1 wie oben 


Wie bekannt, ist die für N(s) > 1 durch die Reihe 5 1 definirte Function 


n= - 2 
S(s) in der ganzen Ebene fortsetzbar und hat (im Endlichen) den Pol erster 


Ordnung s = 1 als einzige Singularität. Die en werden also be- 


wiesen sein, wenn die Convergenz der Reihe $ >?" ie "für jedes reelle s>m 


= 
dargethan sein wird; denn daraus folgt nach dem Fundamentalsatz III), 
dass diese Reihe für N (s) > m eine eindeutige analytische Function ohne 
Singularität im Endlichen darstellt. Es ist für 


. f — ® 
s=m+e (>), ı Sn y: 
14 Yn— Yn-ı1 __ 4 Ya a PN 3 1 1 ) Yı-ı Yu 
Bun n‘ Zn nıt® Ziear Yn nt: (n + ce t& ga + (y4 S + 1)" t & 


Da für eine passend gewählte Constante @ wegen (13.) 


I an” 
ist, ergiebt sich 


‚ir , Yn — Yn—ı 1 er 1)” y" 
€ . 5 BEE . 
\ l ) ) - n"te | G 2 n gr m + € (+ 17 t 3 + G rt + G (y + 1)” + & 


Die beiden letzten Glieder verschwinden für = %, y= *; ferner ist 


| 1 At du m+e **) 


0< nmte (n-+ [jm+e =(m+e umtet! üb 


« 
n 


V<G En”l — 


1 
n—x nmrE (n+ er =) <@ (m + €) P> nite , 


1 . 
also verschwindet wegen der Convergenz der Reihe 3 „iu, auch das erste Glied 


n=1 
der rechten Seite von (15.) für =», y=x. Aus (15.) folgt somit die Con- 


Yn” In— 1 


vergenz der Reihe 5 Bee 


n—1 


und damit der auf S. 77 ausgesprochene Satz. 


In der Umgebung jeder von 1 verschiedenen Stelle s, deren reeller 


Teil > m ist, ist also die für R(s) > 1 durch die Dirichletsche Reihe (14.) 
dehniite Function v (s) in eine Potenzreihe entwickelbar, die mindestens in 


”) Ss. 67. 
**) ])ies folgt auch aus dem binomischen Satze. 


MR 
e, 
E. 
a 
= 
EA 
d 
& 
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einem Kreise convergirt, dessen Radius die kleinere der beiden Zahlen 
Rs) — m und s—1| ist; alsdann reicht ja der Kreis weder über die Gerade 
NR(s) = m hinaus, noch enthält er den Pol s=1. In der Umgebung des 


Punktes s = 1 giebt es eine mindestens für s-l <1-m convergente 
Entwicklung 
(16.) va=,;+ß+ ZB. 


Ein "Theil dieses letzteren, auf die Umgebung des Punktes s = 1 
bezüglichen Resultates kann auch aus einem Satze des Ilerrn Phragmen*) 
hergeleitet werden, welcher so lautet: Es seien /, 5,,.../,,... positive mit 
monoton ins Unendliche wachsende Grössen, a, @,... 4,,... beliebige 
reelle Constanten, und es werde über die summatorische Funetion 


H (x) 


2a”) 


I 


as 


vorausgesetzt, dass 
H(&) =oe2 +0 («") <m<ı 
ist; dann ist 
” Un & 


DS — — 


n 1 E Ss — l 


in eine nach ganzen positiven Potenzen von s— | fortschreitende 


_1—m 
— 


_— 


Reihe entwickelbar, welche mindestens für s—| convergirt. 


Für ,=n, a,=f(n) folgt aus diesem Satze des Herrn Phragmen allerdings, dass 


. > f) _ a 
die Reihe Fr. über die Grenzgerade NR (s) = 1 an gewissen Stellen fort- 
n—l ı 


gesetzt werden kann; aber diese Fortsetzbarkeit folgt aus jenem Satze nur 


Ur} . [7 1 

für die endliche Strecke 1— —, 
der im Texte bewiesene Satz für jede Stelle der Grenzgeraden gilt: 
ausserdem habe ich für die Stelle s = 1 oben bewiesen, dass der Convergenz- 


kreis der Reihe (16.) mindestens den Radius 1—m hat, während der 


n 


BR } aa l—m. .. 
ö bis 1+—,— i der Grenzgeraden, während 


lI—m. | 
5 — Ist. 


n— 


Phragmensche Satz nur liefert, dass der Radius mindestens 


*) „Sur un theoreme de Dirichlei“. Öfversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens 
Förhandlingar, Stockholm, Bd. 49, 1892, S. 199— 206. 

**) n durchläuft alle (nach Voraussetzung in endlicher Anzahl vorhandenen) 
ganzen Zahlen, für welche !„ = « ist. 
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An Stelle von (9.) tritt also unter den Voraussetzungen des Satzes 
auf 8. 77 in der Umgebung der Stelle s= 1 die mindestens für 
s— 1 <1-—m convergente Entwicklung (16.), und an Stelle von (10.) 
tritt wegen 


e - = ex +C+0 c} 
2. Bernie, 1 
= n a I = 7 en Kin 
oa), 5 On 
Fi rn 72, = un. (ze = + of; 2m 0 a 


die schärfere Relation 


(17,) 3m — alge+ß+0(- 


n=1 


) 


Zweiter Abschnitt. 


Ueber die zu einem beliebigen algebraischen Zahlkörper gehörige Zetafunction. 


Es sei ein algebraischer Zahlkörper z allen Betrachtungen dieses 
und der drei folgenden Abschnitte zu Grunde gelegt, und es bezeichne wie 
in der Einleitung”) F(r) die Anzahl der Darstellungen der ganzen ratio- 
nalen Zahl » als Norm eines Ideals des Körpers. Dann ist nach Herrn 
Dedekind**) 


H (a) = ZF(n) = ax+{e}, 


wo « eine durch den Körper bestimmte Constante 


2ntn an Rh 
(18.) m a 


ist; hierin bedeutet r, die Anzahl der reellen conjugirten Körper, r, die 
Anzahl der imaginären conjugirten Körperpaare, ® die Anzahl der im 
Körper vorkommenden Einheitswurzeln, D die Diseriminante, R den Regu- 


8.40 


**) ]. c. 8. 609 und 611; vergl. Hilbert, |. c. S. 229 und 230, 
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lator und A die Anzahl der Idealklassen des Körpers. Der Dedekindsche 
Satz ist von Herrn Weber*) dahin verschärft worden, dass 


(19.) H(x) = E F(n) = ax +0 (2 x) 


ist, wo k den Grad des Körpers x bezeichnet (k = r, + 2r,). 
Auf die Funetion f(n) = F(n) treffen die Voraussetzungen des Satzes 
auf 8. 77 zu, indem die dort mit m bezeichnete Constante den that- 


iimdi > 1 . EN 
sächlich zwischen 0 und 1 gelegenen Werth 1—, hat. Nach (17.) ist, 


wenn « den in (18.) angegebenen Werth hat und $ eine zweite Uonstante ist, 


(20.) R(x) => e = x rn) =elogce+P+0 e 
Nnoa M aan a; | 
Mn 


und der Satz auf S. 77 giebt, auf den vorliegenden Fall angewendet: 
Die für R(s) > 1 durch jeden der drei Ausdrücke 


< Sr ai 73 
(2.) = 2m 
‘ 7 \ 1 
(3.) .. (s) — Il Te 
AT Np’ 
9,19 Vie F(n) 
(4.) >x (8, vn = n’ 


definirte Function ist über die Grenzgerade W(s) = 1 hinaus mindestens bis 
B ar u. Bo 
As) 1 a hin fortsetzbar und ist in der Halbebene Ni(s) >1— „ eine ein- 
deutige analytische Function mit der einzigen singulären Stelle s = 1. Diese 
Stelle ist ein Pol erster Ordnung, in dessen Umgebung eine mindestens für 


s-11<! 


„ comvergente Feihenentwicklung 


7. 


<o a fe N . ) \ 
C,(s) mn -+ pP + = P,(s— 1) 


y 


gilt, wo « und ß dieselben Constanten bezeichnen wie in der Gleichung (20.). 


*) „Ueber einen in der Zahlentheorie angewandten Satz der Integralrechnung“, 
Nachrichten der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, mathematisch- 
physikalische Klasse, 1896, .S. 275—281; Lehrbuch der Algebra, Bd. 2, 2. Aufl., Braun- 
schweig, 1899, S. 672—678 und 712; vergl. Minkowski, „Geometrie der Zahlen“, Leipzig, 
1896, S. 62. 
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In dem Gebiete R(s) > 1, in welchem die [,-Function durch eine der 
Reihen (2.), (4.) oder durch das Produet (3.) dargestellt wird, hat sie keine 
Nullstelle, da ja bekanntlich das Produet (3.) für jedes s, dessen reeller 
Theil > 1 ist, eonvergirt, d. h. so beschaffen ist, dass das Product seiner 
x ersten Factoren sich für = © einer endlichen, von O0 verschiedenen 
Grenze nähert. 

Nachdem durch den Satz auf S. 81 die Fortsetzbarkeit der Z,-Function 
über die Grenzgerade hinaus dargethan ist, stellt sich die Frage nach den 
etwaigen Nullstellen der £,-Funetion, deren reelle Theile — 1 wären. In i 
dieser Beziehung werde ich zunächst beweisen: | 

Die Function T,(s) hat auf der Geraden W(s) = 1 keine Nullstelle. 

Beweis: Für die gewöhnliche, dem natürlichen Rationalitätsbereich 
entstammende ARiemannsche Z-Function ist dieser Satz bekannt und zuerst 
1896 unabhängig von den Herren Hadamard*) und de la Vallee-Poussin”*) 
bewiesen worden. Von jenen beiden Beweisen ist der Hadamardsche der 
kürzere; er ist aber später von Herrn de la Vallee-Poussin“**) noch verein- 


































facht worden. Herr HadamardY) betont, dass sein Beweis nicht nur für 
die &-Funetion gilt, sondern allgemeiner zu dem Satze führt: 


Ä 
d 
= 
A 
E73 
$ 
2 
N 
28 





Sand 


Wenn eine Function so beschaffen ist, dass erstens ihr Loga- 
rithmus in eine für R(s)>e convergente Dirichletsche Reihe 


I. 
FE a, en 


a] 


a Ba Ara Ta Kassa Dual ah a aa a Basar 


entwickelt werden kann, wo diea, reell und positiv sind, und dass : 
zweitens die Function in der Umgebung jeder Stelle der Geraden 
ls) = ce über dieselbe hinaus fortgesetzt werden kann und auf 
dieser Geraden als einzige im Endlichen gelegene singuläre Stelle 
einen Pol erster Ordnung besitzt, so besitzt sie auf der Grenz- 
geraden R(s)= ec keine Nullstelle. 


*) ]l. c. S. 200— 202. 

**) ]. c. S. 220—242. 

““*)], c. S. 395—397; vergl. Herrn von Schapers Dissertation „Ueber die Theorie 
der Hadamardschen Functionen und ihre Anwendung auf das Problem der Primzahlen“, 
Göttingen, 1895, S. 63—68, wo die drei Beweise besprochen und mit einander verglichen 
werden. 
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(Aus den gemachten Realitätsannahmen folgt natürlich sofort, dass 
jener Pol gerade die Stelle s = e sein muss, da anderenfalls der zu c+ fi 
eonjugirte Punkt e— ti auch ein Pol wäre.) 

Für den vorliegenden Fall 


“ 2 . | ” F(n) 

. l . ' J 
Z2ae" = 2 = 3 — 
n—1 An—1 N u n—1 n 


ist die Richtigkeit der zweiten Voraussetzung im Vorhergehenden dureh 
den Satz auf S. 81 schon nachgewiesen. Es bleibt nur zu zeigen, dass 
die erste über den Logarithmus gemachte Voraussetzung erfüllt ist. Dies 
sieht man folgendermassen ein: Es ist nach (3.) für N(s) > 1 


1 


EL; 


C,(s) = II 


nF Np° 


wo p alle Primideale des Körpers 2 durchläuft, also 


. 1 1 | | | | 
] ” er / a ui nn y ] » (1 oz ) LE .: y' in: .y ne y' 
Or C,i$ - vu ’ 1 T 
gc,(8) - > \ Np° Dur Nr ' 3° Ny 
F. A. T. 
= Bm a,e 
1 nn” 7 1 


n 


wo a, die Anzahl der Darstellungen von » als Norm eines Primideals plus der 
halben Anzahl der Darstellungen von » als Norm eines Primidealquadrats 
+ ist; a, ist also eine reelle nicht negative Zahl (die natürlich nur dann 
von 0 verschieden, d. h. positiv sein kann, wenn » eine Primzahlpotenz ist). 
Der Hadamardsche, auf der vorigen Seite eitirte Satz ist also an- 
wendbar; übrigens gilt auch die de la Vallee-Poussinsche Vereinfachung 
des Hadamardschen Beweises von 
(1 + ti) + 0 —_ 0 
für die allgemeineren Hadamardschen Voraussetzungen und liefert für den 
vorliegenden Fall folgenden Beweis des Satzes 
(1 +ti)+0 0) 
Gesetzt es wäre 


.U+W)=0. 


Dann hätte die Z,-Funetion in der Umgebung der Stelle 1+tfi eine 
11* 
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Entwicklung 
(= ß-1-W+oß@— 1 ++, 1-H+-- 


Hier lässt sich zunächst zeigen, dass c,+#0, d.h. dass die Nullstelle 1-+ti 
von der ersten Ordnung wäre. In der That ist für R(s) >1: 


1 / 1 
log &,(s) = log r- = Zzgl wu) 
en Nps 

log Np 
d log &.(s) _&lS) _ ur 4 log Np 
ds I as Fe 7 2 ne _T’ 

Np 

E oN m oN 
(21) = (s) = r% A log Np 


ET Fe  Fwann 


Nun ist s=1 ein Pol erster Ordnung der Function £,(s); daher ist bei 
jeder Annäherung an s= 1 


a TODE 
im @-1 2, = 


Im besonderen werde die Annäherung 


! —+e) 
lim ie 
0 &&(l1-+e) 


gewählt, wo & eine Folge positiver unendlich abnehmender Werthe durch- 
läuft. Wegen R(l+e.)=1-+:.>>1 ist alsdann die Formel (21.) anwendbar 
und ergiebt 
log Np . log Np 
y 
1=lim(e 2 "np te Niet A) 
oder, da 
log Nyp 
» Np (Ap®—1) 


» ur) 1 ® .. hd 
offenbar schon für N (s) >,, also gewiss für s = 1 convergirt, 


log Nyp 


»)* >> 
(22.) lim e 2 Npire = 


e=Uu p 


Ebenso wäre, da (21.) fürs = 1+e+ti (e > 0) gilt, die Ordnung 4 der Null- 
stelle 1+2ö durch den Grenzwerth gegeben: 


RR RER TOUR FRRRHRTE RERETE FETUER SON) 
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= lim (s—1-ti (8) 
s_= en )E6 
log Np x loe Np 
— — lim (e & yyirera +° 2 Npi!t: FR Npi+ern 5) 
(23.) .».=—-lime: 3 Bad, 


Ee=0) ie 


Nun ist aber 


BE ee 2 
also 
er Sergn; 
in Verbindung mit (22.) und (23.) folgt daraus 
»=— lim: ns NP _ Jim !e Ss log NP | —jime P> A 1, 


Pap* Y N p' re+rte N pirereı u rn y Np' +: 


El) ! yv 


so dass die etwaige Nullstelle 4-ter Ordnung 1-+ti höchstens von der ersten 
Ordnung sein könnte. Es wäre also 
log Np 


Np' +-£2-+fı 


lim € & 


EV 


Dies giebt, zu (22.) addirt, 


=—|1. 


0=lim e 2 log N (yo: + Normen) 


e =—) 
’ log Np In ti\ 
=limer pi+e (1+Np”®), 
U 9% 


Es ist im Auge zu behalten, dass e von reellen positiven Werthen aus der 
Null zustrebt. In der letzten Gleichung muss der reelle Theil für sich 
gegen Null convergiren: 


log N 
0=lme2, = (1+cos(tlog Np)). 
et v 
Jeder Summand ist — 0; der limes der mit e multiplieirten Summe muss 


also auch dann Null sein, wenn zuvor jeder Summand mit einer zwischen 
O0 (inel.) und 4 (inel.) liegenden Zahl 2 (1-eos (tlog Np)) multiplieirt wird: 
dies ergiebt wegen 

(24) 2(1+cose) (l—-cose) = 2—2cos’a = 1—cos 2a: 
log Np / 


= Np I+E& 


lim & .Y 


€e = 0 


(1- cos (2t log Nv)) = 
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Durch Subtraction dieser Gleichung von (22.) folgt: 


log Np 

lim & = Npize C08 (2tlog Np) = 1, 
ine i logNp _ 
(29.) na EN = Np!terzü ._. 


Andererseits ist aber 1+2fi eine reguläre Stelle der Function £,(s), da ja 
1 die einzige auf N(s) = 1 gelegene Singularität ist; also ist, wenn sie 
keine Nullsteile (” = 0) oder eine Nullstelle »-ter Ordnung (v —-0)*) ist, 


ime 5 — — = —- r,<s0O 

Be“ < Np'* e+!t => I 
. ] 8 N - 
limeR 5 2 0; 


nl+ec+!t Ben 
€e=ı) p Np ... E 


was mit (25.) im Widerspruch steht. Durch diese Uebertragung der be- 
kannten Hadamard-de la Vallee-Poussinschen Methode ist bewiesen, dass die 
C,-Funetion auf der Grenzgeraden nicht verschwindet, wie auf S. 82 be- 
hauptet wurde. 

Herr Mertens”) hat jenen Beweis für das Nichtverschwinden der 
Riemannschen Z-Funetion auf der Grenzgeraden so umgestaltet, dass er 
zugleich eine bestimmte positive Function z(f) der reellen, von 0 ver- 
schiedenen Variabeln # liefert, so dass für alle > 0 

S(I+H)|>Ti 
ist. 

Dieser Kunstgriff ist auch für die allgemeine Z,-Function unter Hin- 
zuziehung einiger im Vorangegangenen angestellten Betrachtungen anwendbar 
und liefert zunächst 

Für e >60 ist: 


2log&,(l1+e+ti) = 2 ss Fr - 


Inm(i+c+ti) ° 
m=ıM y, Np Urn 


2log&,(I+-W)=2 E32. 


m==} m v N pr Are) ’ 
L 
> day ui 


 ° nr N pr (14 €) ? 


s 


4log&,(l+e) 


( 


*) » 2 wäre nach dem oben Bewiesenen undenkbar; aber darauf kommt es 
hier nicht mehr an. 

**) „Ueber eine Eigenschaft der Riemannschen £-Function“, Sitzungsberichte der 
Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, Bd.107, Abth. 2°, 1898, S. 1431— 1436. 
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durch Addition dieser drei Gleichungen ergiebt sich 


4log &,(1+e+t)!+4logc,(l+e) = 5 1 5z (1 +eos(mtlogNp)), 


m 1 m n N p" l+& 
wegen 
4(1+coso) Z2(1-+cose) (l—cose) = 1—c082«* 
folgt daraus die Ungleichung 


- 1 „,1-— cos (2mtloeNp) 


4log &,(1+e+ti))+4logl, I+)— 5 y 


Me en N pe (4 
zu. = | ER 1 Re = l > cos (Zmt log Np) 
u BETEN... ars N pr (+8 
— log &, 1+8)— log S,(1+8+2ti) 
Aloeril, i+e+ti) > — 3lorö,(1+e) — log |, (1i+e+26i 
> >D#\ — > X\ te) zZ | F 
> pP ] | .\ > l 
(26.) „(A+re+rt) = 


&A+E) (l+Ee+ 20) 

Analog dem Mertensschen Verfahren für die Riemannsche Z-Funetion 
führt diese Ungleichung zu dem erstrebten Ziele nach Lösung der folgenden 
drei Hilfsaufgaben**): 

1. Bestimmung einer oberen Schranke ““*) für Z, (1-+e), welche für 
e = () nicht stärker unendlich wird als 

2. Bestimmung einer von € (0Z 21) unabhängigen oberen Schranke 
für |, 1+s+2&)|. Es wird eine positive Function von £ gesucht, welche 
gleichmässig für alle & zwischen O und 1 oberhalb |Z, 1+.+2&)| liegt. 

3. Bestimmung einer von & (O<_: = 1) unabhängigen oberen Schranke 

D \ = o'5o 


für | (&. 14H) AM). 





Aus einem nachher ersiehtlichen Grunde werde ich mich bei der 
Lösung der dritten Hilfsaufgabe nicht auf positive e beschränken, sondern 
sie für das Intervall 


(27.) — (b) & & < 1 FE Re 


*) Vergl. (24.). 

**) Bei diesen Untersuchungen genügt es wegen (lo +H) = L,(e— Mi), 
positive Werthe von t zu betrachten. 

***) Unter oberer Schranke ist eine für keinen Werth der Variabeln überschrittene 

Zahl zu verstehen, die also auch durch jede grössere Zahl ersetzt werden kann. 
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behandeln, wo 


| 
ve) = jean) 


k bezeichnet den Grad des Körpers x; alsdann ist thatsächlich für alle 2 > 0. 


De Re Ei 1 a 1 
ANI+.+ MM) = 1+. ZZ 1-vl)=1- Kog@hn) > 7 
so dass &, (l+e-+ti) einen Sinn hat. 
1. Es ist für & > 0 
= 5’ "702 2 
C, (1-+&) - Anis Bu = n\+te ° 


Nach (19.) ist 
IH(a)—ar|= EF(n)-ar <ge'”i, 
wo g eine von z unabhängige durch den Körper bestimmte Constante be- 
zeichnet. Dies ergiebt 
Ld+9)-atlltg = Ber) « ) 


3 (Hm) — an) — (H(n—1) — a-(n— 


x IN z (H(n)— an); — ( Tr) 


= 


73 


+9 art) <g En la Ike 


n?te 


a) <g 2 8,2: 


= (it) 2- g: <gl+)&i+}), 


LAUF <ILAH+O et +) tafli+e 
<g(l+9E(1+42)+et(l+e); 


wegen 


= er = du 1 
S(l+ )= 2 m < 1+/ it — re 
1 


ist also 
+ )<g(l+)E(1+1)+0+°= (ge(l+e)&(1+4)+a(i+e))i. 
Wird die Veränderlichkeit von & auf positive Werthe = 1 beschränkt, so giebt 
es also eine Constante*) 
|. 29° (14 )+20, 


*) Die Existenz einer solehen Constanten c, folgt auch schon aus dem auf S. 70 
eitirten Dedekindschen Satze. | 
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so dass für 0O<e< 1 


(28.) .14)<7 


2. Auch bei der zweiten Aufgabe wird die entsprechende Unter- 
suchung für die Riemannsche S-Funetion als Hilfsmittel hinzugezogen werden. 
Dabei kann für |ö(1+.+2ti)| die von Herrn Mertens”) hergeleitete obere 
Schranke verwendet werden, eine wesentlich positive Funetion von f. die 

. 1 2. 
für £= 0 von der Grössenordnung und für £= oo von der Grössenorid- 


rt 


e . . .. ® . .. 
nung —— unendlich wird. Doch lässt sich die Abschätzung verschärfen. 
yt | 
Aus der für R(s)>0 gültigen Gleichung 
Era | m y udu 
29. C(s)=1+ 5: 5 
( ) > (8) s—1 In‘ $ (n-+-u) 


0) 


hat Herr de la Vallee-Poussin””) in besonders einfacher Weise die Fortsetz- 
barkeit der Riemannschen {-Funetion über die Grenzgerade hinaus veschlossen. 
weil die Integralsumme 


% ] „du 
y / 


® (nf u)’ 


th 


für R(s) > (d bezeichnet eine positive Zahl) gleichmässig convereirt: 
(29.) lehrt, dass für s= 1+4+.+2H 0 <:<n 


4. ) ’ 11 
i » n du < I1.du 7. m? 
x / Be x / iu x | rn A 

oa — 2 u. 9 
El Bee | u 


ist, was 


Sre+zu)lz + +]1+e+24] <1+, +(2+20)”. = 0) 


l 
le + 2tı 
ergiebt. Ein noch schärferes Resultat, nämlich 


(30.) S(l+2:+26i)| = 0 (log t) 


*) ]. c., S. 1433— 1434. 
kx ’ . . nn ! ! x . . D . 

) „Demonstration simplifiee du theoreme de Dirichlet sur la progression arith- 
metique“, Memoires couronnes et autres memoires publies par l’acadömie royale de 
Belgique, Bd. 53, 1896, S. 6—7; „Recherches etc.“ (vergl. 8.69, Anm. 4), 8. 3—4. 
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hat Herr Mellin®) erhalten, indem er in der gleichfalls für N(s)>0 gültigen 
Gleichung““) 


(31.) &(s) A‘ Iz + P> (u (Er Ga ar (n+ 5 ) 


die Summe in zwei u n = [|s|]| geschiedene Theile zerlegte. Der 
Mellinsche Satz, an dem das Merkwürdige gerade in dem Verhalten auf der 
Grenzgeraden, d. h. in der Relation 








— 0 (log t)“”) 
liegt, kann durch gleichzeitige Benutzung von (29.) und (31.) folgendermassen 
hergeleitet are Es ist 


A 1 1 l 1 Me udu 
(8) > 135 ir (u ne Zr ig (n—+1)', " 3 f (n-+ u)! 


n==1 n t Aörn 


1 1 © ı  udu 
BR Ri. (or a ss > 
u (ya — D+, he 2 Gy Kur. | A 
E _ | er] u „BE 7 
(AH r = "Zza FE rer / (n+u)t!?’ 
/ un < 1 1 a 1 1 Le? AR -R 1 
Ict(l+e+ )=|,4 2ti] a4” < ea +e) +41 } nt 
a [t] 2 1 
(32.) <<: +3 B3 N @ + 21) 2 x 


-0(! 400010" Bi 


— 0 (log BR = 0 (log ) zen, 


Nun ist für N(s)>1-— nn a fortiori also für N (s) < 


4 (s) - a&(e) = 3 (7 (n) +2) = F > (rw ° =) 4 > F(n) “ & 


Ss Ss 
n [+ n 


Te se F(n) p’ 2 B$ H(n) — an— (H(n—1)—a-(n—1)) 


— (a2 
= N° „_ı m a n° 
I N 1 e 1 ad )—-e[#] 
“ r Aa Nn= = .Nw ie = n’ + 2,9) an). Hy) - ([] +1) ) 


l. ec. (vergl. S. 69, Anm. 1), S. 48—49. 

““) Diese Gleichung entsteht aus (29.) durch Ausführung der Integration und ist 
unabhängig von den Herren Kinkelin (]. c., S. 9) Piliz (l. c. — vergl. S. 68, Anm. 6 — 
S. 17) und Jensen (l. c. — vergl. S. 69, Kan. 2 — S. 1156) aufgefunden worden. 

***) Nur mit Rücksicht auf die hier zu machende Anwendung ist s= 1 + 2 ge- 
setzt; natürlich ist diese Relation mit|{(1 + ti)| = 0 (log t) gleichbedeutend. 
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also wegen 
IH(n)—on|<_ygn' , Rs) 1: 
. 1 (7 " RE + du ofe]'i 
a we. -. =) v : 19 ’ 
5. (8) o&(s)] >... re N +9 : A ’ ./ usri [1] 


Hierin ist nach (20.) das erste Glied der rechten Seite = 0 (log (f)) = 0 (logt); 
dasselbe gilt vom zweiten Glied; das dritte Glied ist 


4 2 u + du l . a 2 
Te 8: el / ; <gil+e+r2ti 3 nm 
eo: rek) +1 - u = kr n 


rn 


14 


ef 7) PER 
r Tail ii: | 


l . . 
und das vierte = O0 (2). Es ergiebt sich also 


S,(l+.+2:)—-oöll+Ee+28i)| = O(logt 
und daraus in Verbindung mit (30.) 


5.(Al+e+26)/< &,(1+8.+21:)—- a&(1+E+2ti) +a S(l+e+28i) 


/ 
= 0 (log td) +0 (log tt) = 0 (log). 
&(1+Ee+2tu) 
log 
hierfür eine für alle 2>0 gültige Ungleichung 


Für t= » bleibt also endlich; mit Rücksicht auf (32.) kann 


(34.) C(1-Fe+28) <e, (4 +logt) ee hub 


geschrieben werden, wo ce, eine nur vom Körper abhängige Constante be- 
zeichnet”). 
3. Es ist für alle &, die (27.) erfüllen, 


&A+e+)- 5,0140) 


kleiner als das Maximum von £&,(s) auf der geradlinigen Strecke von 
1—-v(d-+Hti bis 2+ti. Nun ist für diese s 


y jo De a 
E (s) —(Üü @ (s) — Be: zn > - 
n== n’ 


wo 
in H(n) - a8, |Y1l<S gun k: 


*) Die Function + log t ist nämlich für positive t stets einerseits FA l 3 


andrerseits —> log t. 


En 
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also, wenn nach der Differentiation s = o+fi gesetzt und die Summe in 
zwei durch n = [f‘| geschiedene Theile zerlegt wird, 


In Yn-ı)logn 





Ne A 3 
5.()—eas(s) = - ns ‘ 
__ N UmW—Hn—1)—eo)lgen _ 5 (n—m-ı)logn ; 
Mc n® n —frk]+1 n® ; 
BERE. ar F(n) log n ge zn len . Ri n log(n+ )) log ([#] +1) 
ya! n° x Mr‘ nS ar 141 (n + 1)' Yi J ([1*] + 1) H 
[ F(n)logn *) Joen = + du u log u du 
y \ > Äi x > ze r En B 
A n’ öe A n°® + n=[tk]+1 z J ur! n=- F} +1 n# J ut! ’ } 
log ([#] +1) | 
+ Yu ([1] + 1)° 
g 5 'F(n) log n *) Jog A RE 
| ®x ($) -. 5 (8) |< -< n!-v (e) * e = 1- ıy(t) + 9 # m nn: 
(35.) R 
> En log (n +1 kJlogt 
7 I z nk (2 + E) nv © + 0° gk U- Wh) 
n—[t{k] +1 ls, 
Hierin ist wegen H(n) = 0 (n) das erste Glied 
]F(n)logn [I H@)-—-H(n—1) 
= & n!-v(t) = < n\-v& log n 
k, 2 
a log n log (n-+ H (|) log (|) + 1 
= H (n) IV) 4 k 1—% (t) 
- n (n+1) (ie) + 1179 | 
] log n log (n +1) kpte) | 
. 02 m nv (n + ee) Ta log ) 
os len 1))+O (log t 
Ya nun \ ds (n — ))+ ( 105 ) ; 
»* log u du kat = log() Au) kat) ; 
— 0/ + 0 rRlogt) = 0 rt 0 (#79 log f) | 
Di „gu kıv(t) ] ' . 
u. o(, log ) +0" ® log i) 


t 


1 
— O(logt-logt- eis sw -) = 0 (log? N). 





NN 


RE 
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Ebenso ist das zweite Glied der rechten Seite von (35.) 


vie) 


A" oe udu , 
— 0 / > 1 () (log t); 
: 


das dritte ist 


ur du 1 yon) /ıN\ 
0/ 1+ ( k ( na w + ” ( ! ) 17° 
y u k& az , 


-—w() 
das vierte ist 
2 Joeudu \ log t h : 
ar \ Kearsig ( won .) = 07" log) = O0 (log d), 
I+——- vl) k | p 
‚k u k / U ck 
und das fünfte ist 
Eu loo t 
(+ kwft) En oO 
- 0 log t) = O( ; ). 


Aus (35.) folgt also für 1-vHENR()Z 2 
(36.) ad ls)| = 0 (log? d). 
Was nun © (s) anbetriftt, so werde ich gleichfalls beweisen, dass 
es gleich O (log’ t) ist. Aus 





E(s) Re | u Ef udu c 


— ] n (n+u)*! 
v0) 


folgt wegen 
Prim 4 ( | | ) el 
s/ (n + u)! ee (nn + 1)! ai) (n+1)'' 


dass für jedes m”) 


.. ] A | | | . 1 udu 
\ $ -— 1 > | ( 5 ) u: ) a $ >" “ 
( ) + ee N} (n + 1)! (n—+-1)' , 2 / (n-+ u) 
# 
m-+1 I. sl 
wi l a + 5 En ss / udu 
s—1(m+ 1)! un ns J (n u)* 
(U) 

ist, also 

PR (s) REG. 1 EA log(m +1) "Flogn EEE - I  udu 
NZ (s—1)’ (m+ 1)! s—1l (m+1)" 5 PR / (n + u): 


| = 1 ulog(n-+ u) 
ur $ — / | \s-+1 
n=m+l . (n .75°° 

0 


du. 





Für s=0o+ti nehme ich nun m = [f*]) an und erhalte für 1-y(t)< 0. 2 





*) Vergl. 8. 90, 2. 12. 
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1 lg (HJ) +) [+ log n 
| C (8) I f? ([e] + 1)? (t) yet { ([e] A j: -wp(t) ie n!= % (t) 
nd < log 
173 .. +2 +1) > 22V = 
n=[ekjrı 9 Nn— [1%] +1 


— 0) wu +0 E =) +0 (log‘ t) +0 (m: vw 6) +0 (): 
0 (4) +0 (®') +0 (08°) + 0(4) +0 (Eh), 


(37.) |) = 0 (log? t). 
(37.) giebt in Verbindung mit (36.) 
SG)Elils) - ed ls) +e|dls)| = 0 (log’t)+0(log’t) = 0 (log ’t), 


a SG (o+ti ” ’ 
der Quotient a T )| a-y9 <o<_2n bleibt also für £ = oo endlich; aus dem 
oO 
Vorigen ergiebt sich also für alle positiven # eine Ungleichung 


<a! 2 1 2) - 
E (s) | <_6; (5 + log ) 1-v)<o<)N. 
Nach der Bemerkung auf S. 91 ist dies a fortiori eine obere Schranke für 


8 
| ‚&A+e+mW)-L&(+ 1) OIZe<i<e—N: 


1 l : 
38), &Alte+W-LA+mW) <a(gt+ log). 
Die Ungleichung (26.) ergiebt unter Benutzung von (28.), (34.) und 
(38.) für E>0,0<esS!: 


+++ 
N 1 








+. + mW) —-LS, (+ 


= En -)&,(14+e+W)-LA+M)] 
&AH+S I Al+e+ 2)‘ 
ei - 1 ne (+ log’ t); 


(@ Yet +logt) 
1 1 1 


3 3 1 
(39.) &.a+m|> e*(e, 'o *t(l+tlogd) © _ at (+ log), 
Es werde & gleich der kleineren der beiden Zahlen 1 und 
x 3 Ba 1 + 
1 (a ER eg (A+tlgl) . 1 
16 e,t-?(1+t: log?) 16 9 


gesetzt; bei passender Wahl der in (34.) vorkommenden, nur nach unten be- 





Sell +tlog ty" (1 + log? 





M“ ae 2 
are Ka Be x 
ne a and Sin a aa ae EB ai A ua En ? 
EEE EN RTEE ÄEEE REETETERERTEN a 


RE REIT 


RAR er ta D 
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schränkten Constanten ec, ist der letztere Werth für alle 20 kleiner als 
1, da der in ihm enthaltene Factor !(1+tlogt) '(1+Flog’f)* ein ge- 
wisses endliches Maximum für £>0 nicht überschreitet. (39.) ergiebt 
alsdann 


I&,(1+ HIER A+LFlED- Ft? (l+ EL log’ N) 


72 > o l EN. 7 ‘ > 3 
=: tft’ (+ to) — a’ gell +Hetlogl)" (1 + log’ 
1 
= 16 a nr + log t) “ -+ log‘ N 


Bei passender Wahl einer ... Constanten ec, ist also für alle > 0 
(40.) .a+ml>a(; +logt) (G+logt) . 


Dies lässt sich noch etwas vereinfachen. Um den Pol s= 1 lässt sich offenbar 
eine Umgebung |s — 1|<Zo abgrenzen, so dass für diese s 


> 


ist. Es braucht nur oe gleich der kleineren der beiden Zahlen 


1 
5. und 
h. 1 +0(1+22(> Sy). (4) 


gesetzt zu werden, weil alsdann für |s—1]<o 


\%,(s)|= a \&(s)| — I&,(s)—«a&(s) 


IV 


— Pr <o \ 1 <e = 
zu — -a|6(s)— — |5,(s)-eü(s)| 
s—1 — 1 
Re / u I udu \ e  ._.77 1 
Be ed 1-+2 B: -— (gg 38 Eee < 
0 \ n=1 J (n + u): / ni n n- 1) 


>S-ell +2 3 =) —g Kr $ E > 


l n° n l . 
” [04 3 u —_: 1 
>* -e(1+25(2))-2g 2 ar — 
E - n—| uf Yale 


>1+ell+ 28(5))+29&(14 5, -a(1+28(5))-298(14 ) 


==], 
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Für 0 <t<o ist also 
(41.) Ic, 1 +mW|>1 
für e — £ ist aber nach (40.) 
&,A+t)| > Gh Fan), 
bei passender Wahl von ec. Wenn schliesslich die kleinere der beiden 
Zahlen 1 und ce, mit «a bezeichnet wird, so ist 


“ PER a 
TE EI TFURRS (log (3 +1)" 
für et &, 1+mW|> I. 2 


(log en HZ MlEB +" 
Damit ist bewiesen: 
Wenn x ein algebraischer Körper ist, so existirt eine durch denselben 
bestimmte positive Constante a, so dass für alle positiven t 


a 


(42.) Fa 


- 








+9)' 


ist. 


Für einen vorgelegten algebraischen Körper # liegt also 


1%. A+ti)| (log (3+]E]))’ 


für alle reellen # oberhalb einer von OÖ verschiedenen positiven Constanten a 
Der Satz vom Nichtverschwinden der Z,-Function auf der Grenzgeraden 
hat also die schärfere Form angenommen, dass eine wesentlich positive 
Function von £ gefunden worden ist, oberhalb deren der absolute Werth 
von £,(1-+fi) bleibt; für 2= ® nähert sich diese Function der Grenze 0. 

Aus (42.) in Verbindung mit dem auf das Stück -— v DZ e<Z0 be- 
züglichen Theile der Hülfsbetrachtung 3. folgt noch ein weiteres wichtiges 
Resultat; da erstens für die Stelle 1 + fi eine wohlbestimmte positive Function, 


nämlich n angegeben worden ist, welche kleiner ist als |, 1 +ti)], 


(log (3 -+9)' 
und da zweitens für die Anderung des Werthes der £,-Function beim Hinein- 
gehen in die Halbebene R(s)<1 von 1+ ti aus auf der Parallelen zur 
Axe des Reellen in (38.) die Abschätzung“) 

&,A-d+mW)-L, A+t)|< e,d G + log’ t) (<< 


klog (3 + 5) 


*) (38.) galt für -y DS e<0und0O<Te<1]; hier ist jene Ungleichung auf 
das erstere Intervall angewendet und e= —Ö gesetzt. 
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gefunden wurde, so ergiebt sich 
&.i-I+W >|, 1+W| -|, 1 -d+mM)-LZ,Ai+M) 


> re). 
Für 
(43) 68< - — 2 und zugleich d9<,, ! 
— c, (log 3 +H)(1+t log’) nu — kloee(ö-+1) 
ist also 


I,A1-d+t)| > 0. 


Für 0 <t<£ ist nach $. 95 der Abstand der etwa vorhandenen Nullstelle 


—— 
1 


O 
‘) 


o+ti von 1-+ti grösser als die Entfernung des Punktes 1 + i vom Kreise 


- 


s=1-+oe"; für OSt<sS 


existirt also eine positive Zahl c,, so dass für de, 


WI ’D 


I&,(1-6+ti)| > 0 
ist; für >88 ist bei passender Wahl von c; 


C, 


(log 3 +1))' 
kleiner als jede der beiden rechten Seiten in (43.); wird die kleinere der beiden 
Zahlen ce; und c, mit b bezeichnet, so ergiebt sich für alle £>> 0, dass, 


e< ABER 
— (log E+N))' 
angenommen, 
,A-d+ti), >0, 
d.h. 
(44.) Ss, 1—-d+ti) +0 
ist, 


Es lässt sich also für die reellen Theile der etwaigen Nullstellen der 
G,-Funetion mit dem imaginären Theil fi eine obere Schranke < 1 angeben, 
in Gestalt einer positiven Function von £, welche für jedes £ kleiner als 
1 ist und sich allerdings für £= ® der Grenze 1 nähert; der Abstand 1—o 
der etwa vorhandenen Nullstelle o-+ti von der Geraden W(s) = 1 ist 
b 


nämlich nach (44.) de (og @ +0) 
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Die Z,-Function hat keine Nullstelle in dem rechts von der Curve 
b in 
IT gar) — 
gelegenen Theil der Ebene. 
Das links von R(s) = 1 gelegene Stück, in dem das Nichtverschwinden 
der Z,-Funetion hiermit nachgewiesen ist, ist nicht nur nach oben und unten 
unendlich ausgedehnt, sondern hat auch unendlich grossen Inhalt. 


Für die Riemannsche Z-Function hat bekanntlich Herr de la Vallee- 


Poussin“) zuerst — unter Hinzuziehung schwieriger functionentheoretischer 
Betrachtungen — die Aufgabe gelöst, für den reellen Theil o einer etwaigen 


Nullstelle o+ ti eine unterhalb 1 gelegene obere Schranke zu ermitteln, und ist 
zu einer Schranke gelangt, deren Abstand von s= 1-+ti für = © wie 


zu Null abnimmt. Die vorangegangenen Betrachtungen zeigen, auf 


log ! 

die Riemannsche {-Funetion speeialisirt, dass man zur Bestimmung einer 

4 . ” 1 

Schranke (wenn auch nur mit dem asymptotischen Abstande (og > vn der 
oO 


(Grenzgeraden) auf elementarem Wege gelangen kann, ohne Benutzung der 
tieferen Untersuchnngen der Herren Hadamard, von Mangoldt und de la 
Vallee-Poussin über die Dichtigkeit der Nullstellen der -Funetion und die 
Convergenz gewisser über sie erstreckter Summen; ich habe nicht einmal 
von der T'hatsache Gebrauch gemacht, dass die 5-Funetion für R(s) < 0 
existirt. 

Die Frage, ob Z,(s) auch über die Gerade o = 1-— z hinaus fort- 
setzbar ist, kann bei dem gegenwärtigen Stande der Idealtheorie noch nicht 
entschieden werden. Man hat ja für einen beliebig gegebenen algebraischen 
Zahlkörper die Funetion F(n), d. h. die Anzahl der Darstellungen der 
ganzen rationalen Zahl » als Norm eines Ideals, noch nicht genügend 
untersucht. Für jeden Körper, in welchem dies geschehen ist, kann man 
der Frage, ob &,(s) in der ganzen Ebene existirt, näher treten. Ich will 
beispielsweise zeigen, dass für einige der wichtigsten bisher betrachteten 
speciellen Körper, die quadratischen Körper und die Kreiskörper der g°-ten 
Einheitswurzeln (wo g eine Primzahl bezeichnet), diese Frage im bejahenden 


*) „Sur la fonction £(s) de Riemann et le nombre des nombres premiers inferieurs 
a une limite donnee“, Memoires couronnes et autres memoires publies par l’academie 
royale de Belgique, Bd. 59, 1899. | 
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Sinne zu beantworten ist, und zwar schon zufolge des Kinkelin*)-Hurwitzschen”* 
Satzes, dass die für NR(s) > 1 durch die Reihe 
. 1 | | 
(45.) a® r (a+4f) r (a+24% Hr 
wo a und / positive ganze Zahlen sind”), definirte Funetion in der ganzen 
Ebene fortsetzbar ist. 
l. Für quadratische Körper der Grundzahl D= + 4 ist bekanntlich 


v/ si D 
Fn)=2(,) 


rn . .. » D . . ' 
wo v alle Theiler von » durehläuft und (=) die bekannte von DedekindY 


mit (D, v) bezeichnete Verallgemeinerung des Legendre-Jacobischen Symbols 
bezeichnet. Dann ist für N(s)>1 


/D 
= Fin) J ns \ ,) © ‘D\ | Narı 
C()= 5 Ei u u 
SE Nr — j — ’ u  \ „+ . 
na N u Ge va ‘97 iz (rl) 
« x . ’D | " | 
( ).)  ı ,y 
(46. -y S) mas —_— \y ps _— /s . 
’ i 


Der erste Factor der rechten Seite ist als Summe von endlich vielen Reihen 
des Typus (45.) in der ganzen Ebene fortsetzbar und definirt bekanntlich 


a 2% 


eine ganze transcendente Functionfrr); der zweite Factor liefert die 


*) ]. ec. (vergl. Anm. 4 auf S. 68), S. 8. 

**) ]. c. (vergl. Anm. 5 auf S. 65) S. 91. 

***) Allgemeinere Annahmen brauche ich hier nicht. 
T) l. ec. 8. 637. 

Tr) Dedekind, |. c. S. 6537; die analoge Transformation einer in der Theorie der 
quadratischen Formen auftretenden unendlichen Reihe rührt schon von Dirichlet her 
und ist bekanntlich für seine Bestimmung der Klassenzahl der quadratischen Formen von 
fundamentaler Wichtigkeit. 

Trr) Hurwitz, 1. ec. S. 88; die Aenderung der Bedeutung des Symbols ( : ) gesen- 
über der Hurwitzschen Arbeit ändert an dem Wortlaut dieses Satzes nichts: nach Herrn 
Hurwitz (l. c., S.91) hat die für N(s)>>1 durch die Reihe (45.) definirte Function 
den Pol s—=1 als einzige Singularität im Endlichen, und die Summe 


x (=)- = > (2); *ö), . Ä 2,3 
Kern 242 7 a=ı \e/ ‘ar (a+df) (a+24)% / 
von (4A) solchen Reihen könnte daher höchstens einen Pol s = 1 haben; aber wegen 


der Convergenz der Reihe N ( ) für R(s) —O ist auch jene Stelle regulär. 
Be 


— 
.s 
} ) 


13* 
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Riemannsche Z-Funetion. Die Identität (46.) lehrt also, dass für quadra- 
tische Körper Z, (s) in der ganzen Ebene fortsetzbar ist und dass («— 1)Z, (s) 
eine ganze transcendente Function ist. 

2. Für den Kreistheilungskörper der m-ten Einheitswurzeln, wo m 
eine Primzahlpotenz g° ist, gestaltet sich der analoge Nachweis folgender- 
massen*): Es ist 

Pr ne 1 ‚x(n) 

(47.) „= 12° 9: 

5’ 
wo x alle p(g”) Charaktere durchläuft, die der Gruppe der zu g“ theilerfremden 
Reste modulo g“ entsprechen, und wo » alle nicht durch g theilbaren ganzen 


Zahlen durchläuft. Da nun für 
n == n (mod. gq°) 


a) = x(m) 
ist, so zerfällt die einem bestimmten Charakter entsprechende Reihe 8 > 
in die Summe endlich vieler Reihen vom Typus (45.), ist also in der ganzen 


Ebene fortsetzbar; das Gleiche gilt also von dem Product 78 = endlich 
E n 
vieler solcher Summen; nur die dem Hauptcharakter entsprechende Reihe hat 


im Endlichen eine Singularität, nämlich den Pol s = 1, und ihr Quotient durch 
| 


1— r ist gleich [(s), so dass nach (47.) auch hier (s— 1)[, (s) eine ganze 
transcendente Funetion ist. 

Auch für andere Körper höheren Grades, bei denen die Zerfällung 
der natürlichen Primzahlen in Primideale näher untersucht ist, lässt sich die 
Theorie der Z,-Funetion weiter verfolgen. 

Dritter Abschnitt. 
Ueber das Verhalten der Reihen $ Nov und 3 —; _—_ am Rande der Convergenzhalbebene. 
n 1% 


Die über alle Primideale erstreckte Summe $& convergirt für 


1 
Np 
R(s)>1, da sie ja Bestandtheil der alsdann absolut convergenten Reihe 5 er 
ist. Für R(s) <1 divergirt sie; dies lässt sich indireet so einsehen: Würde 


Bi 


) Ich schliesse mich der Bezeichnungsweise von Webers Algebra, Bd. 2, 2. Aufl., 
S. 754— 756 an. 
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für einen Werth von s, dessen reeller T'heil < 1 ist, $ , convergiren, so 
y 
" h u 
würde nach dem Fundamentalsatz 1*), x np gOnvergiren; da nun 
1) 
1 1 1 ” a 1 | r 
u us »3 K; y a 
2 - Np tr 3 EN wat <;, M= Y vo +5 Nn=?2 Eat Pro Zr n? 7 N nt” 1 / 
eat ii em-ı 
DM Nualan—T) a. N ni Nn’ eg 
1} u 


ist, also En so würde 


1 1 | | 
>82 74 + =—- FE log(l- —-)=log 
Np 
convergiren, was die Convergenz von 
n—— =n(H+ tat") 
ze 1 T Ir vo 
Np 
en u; R Erz 
also von $ An bedingen würde; daraus würde folgen, dass lim $ Noire 
n ivil 


ei) n 


existirte, während doch bekanntlich (s— 1) & ur für s= 1 sich einer end- 
n 
liehen von O0 verschiedenen Grenze « nähert. 
Kurz ausgedrückt bedeutet diese Schlussweise nichts anderes als: 


Wenn 2 Nv convergirte, so würde die alsdann auch für s=1 giltige 
D 


Gleichung 


(3.) = MN. 


ergeben, dass s = 1 kein Pol der Z,-Funetion wäre. 
A kn ir . 
Die Dirichletsche Reihe $ N hat also zur Convergenzgeraden 
v Pi 
Rs) = 1; wenn G(n) die Anzahl der Darstellungen der ganzen rationalen 
Zahl n als Norm eines Primideals ist, kann die Reihe auch so geschrieben 
werden: 
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N — - G(n 
(48) in 

Zur Beantwortung der Frage, ob die für R(s) > 1 durch (48.) dar- 
gestellte Function über die Grenzgerade R(s) = 1 hinaus fortsetzbar ist 
wäre die für R(s) > 1 gültige Integraldarstellung 


1 Ze 1 ” —rNv s—|1 R 
Np T(s) / a = de, 


) 


$y 1 


u 1 E — rNv s—1 
Tv Nm rös Ge 
0 


ungeeignet, da man über die analytische Natur der Function I e”*”’ auch 
in dem Falle des natürlichen Rationalitätsbereiches nicht unterrichtet ist, 
wo sie, e” = y gesetzt, im Inneren des Einheitskreises durch die Potenzreihe 


a a zz 


dargestellt wird, von der gleichfalls zweifelhaft ist, ob sie über den ÜUon- 


vergenzkreis hinaus fortgesetzt werden kann. 
Es werde die Reihe (48.) zunächst für den Fall des natürlichen 


Rationalitätsbereiches ins Auge gefasst, also die Reihe 2 Fr Dann ist für 


Rs) >1: 





mn 1 } 1 
log &6) = log IT = 2 log (1- = 
p is p B 
(49,) p’ 
1 her 1 1 
—- 5 Pr u — BER 
p p* + 2 p p” * oO » p” 7 ’ 
also 
an ii u Ei re 
(DUV.) = a log G(s) — (5 - Per . 3 2 m +). 
Hierin stellt 
Z 1 1 1 1 
f \ y' y RR 
( l .) > e7 p” + 3 vr; p’ + 


” Ä ER 2 er ne 5 
für R(s) >, eine absolut convergente Dirichletsche Reihe dar, nämlich N 

n=ı M 
wo a,=0(, falls » eine Primzahl oder durch mindestens zwei verschiedene 


Primzahlen theilbar ist, und a, = 5 fürn=p' (0 =Z2) Die Reihe eon- 


vergirt gleichmässig für R(s) > : +: (e>>0), und (51.) stellt in der Halb- 


ass sage a 
De a ET Ra Ir 7 02 





a ee 


a a rare sg be ar rn 
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ebene RO)>; eine eindeutige analytische Function dar. Das erste Glied 
der rechten Seite von (50.) ist in der ganzen Ebene fortsetzbar und hat 
rechts von R(s) = - zu Verzweigungsstellen den Pol s = 1 von £(s), sowie 
die eventuell vorhandenen Nullstellen der Z-Funetion, deren reelle Theile 


1 . .. I. . . . . . 
>; sind, über deren Existenz oder Nichtexistenz ja leider immer noch 


- 


nicht entschieden ist. Die wegen (50.) nunmehr bis R(s) = „ fortgesetzte, 


für R(s) >1 durch & > definirte Function heisse P (s). Dann liefert (49.) 
p 


weiter, zunächst für R(s) >1, 


< er FR ya ] E 
log&(s) = P(s)+; P(2s) + 3 2 + 12 I. 
(52) P@)=1log6@)-3P@)-(72-,+182-.+...) 
2 . > \ 7 \3 p p” 4% p* y 


Hierin existirt log &(s) in der ganzen Ebene und verhält sich überall 
regulär ausser in den isolirt liegenden Nullstellen von {(s) und der Stelle 


. . r . nn > l r 

s=1; P(2s) existirt nach dem Vorigen für R(s) > 7 und der Klammer- 
ausdruck stellt für R(s) > ; eine analytische Function dar; die Funetion 

; j u \ 1 ’ 
P(s) ist also jetzt durch (52.) bis W(s) = 2 fortgesetzt und so weiter. 
Es sei schon bewiesen, dass P(s) bis R(s) = E fortsetzbar ist, wo m eine 
positive ganze Zahl ist. Dann stellen in 
P(s)=log&(s)— 5 P(2s) —.P(3s) PL 
a ($)= 0856); ( 8)— 5 (‘ ee Mn (ms) 
(53.) 


a ( > l 2. Re 
m+1, put» m+2 pet) 





die m+1 Glieder der rechten Seite”) beziehlich für 


ch 1 | 
72m 3m m?’ m-+l1 


Re) > - 


*) Der Klammerausdruck wird als ein Glied gerechnet; er stellt eine Dirichleische 


n 
j ‚@, 
Reihe N dar. 
n—1 n’ 
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analytische Funetionen mit isolirt AeEr Singularitäten dar; wegen 


ER < 1 
er 2m m+1 


leistet (53.) also die Rn von P(s) bis W(s) = 


re 


| 
3 
Ri; 
3 
3 
3 
5 
4 
3 


1 . i 
ST Die Function 
ist also bis zur Axe des Imaginären fortsetzbar; jede Verzweigungs- 
stelle von P(s) im Streifen 0<o<<£1 ist aliquoter Theil einer Null- 


stelle von &(s) oder des Poles 1 von &(s); diese Stellen können aber um- 
gekehrt (wie 2. Bs = n) auch regulär sein. 


Mit Hülfe Möbiusscher Coeffieienten ergiebt sich aus 





a ee 
7 7 Share 
für RS)>1: 
% ”» 1 = P(I 
Zr ta) 3 Zu Pam) = 3 zum), 


wo n die Theiler von 2 durchläuft, d. h. wegen 


Zu(hn)=0 (ür!>]1) 


n 


Po)= 3" 108 &(ms), 


ein Ausdruck, der sich formal ohne Hinweis auf seine Bedeutung für die 
Fortsetzbarkeit der Funetion P (s) über o = 1 hinaus schon bei Herrn 
Scheibner*) findet. 

Für die zu einem beliebigen algebraischen Körper x mit dem Grade 
k —2 gehörige Function ® (s), die für R(s) >1 durch die Reihe 


1 


P(s)= 2 . Nv 


definirt ist, ergiebt sich ebenso durch die Gleichung 


. ki.’ 1 1 
(54.) B (s) —logL, (s) — (5 = Np® + 5 = Np% 13 +) 


die Fortsetzbarkeit bis in beliebige Nähe von R (s)=1-+ hin; denn für 


*) „Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer beliebigen Grenze“, Zeitschrift 
für Mathematik, Bd. 5, 1860, S. 256. 
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1 . a . \ r 
KA >1-— z hat einerseits log £,(s) einen, wenn auch mehrdeutigen Sinn 


mit Ausnahme der etwa in diesem Gebiete vorhandenen Nullstellen der 
£,-Funetion und der Stelle s= 1; andererseits stellt der Klammerausdruck 


in (54.) für R(s)>1-— 4 weil alsdann 


.) ) 
Rd) > 2 — - > > 
R(2s) 7 k 2 
ist, eine convergente Dirichletsche Reihe, also eine eindeutige analytische 
Funetion dar. 


“a 


Durch den Nachweis der Fortsetzbarkeit der Functionen Z,(s) und 
P(s) über die Grenzgerade hinaus ist über das Verhalten der sie für N(s) > ! 
darstellenden Reihen bezw. Producte auf der Grenzgeraden gar nichts ent- 
schieden; schon eine gewöhnliche Potenzreihe kann ja in einem regulären 
Punkte des Convergenzkreises sowohl convergiren als divergiren. Für den 
natürlichen Rationalitätsbereich sind diese Fragen in der Litteratur schon 
behandelt worden; ich will zunächst die diesbezüglichen Resultate hier 
zusammenstellen, da sie, wie aus einigen neueren Publieationen ersichtlich 
ist, nicht hinreichend bekannt sind. Es handelt sich für den natürlichen 
Rationalitätsbereich um die Frage nach der CGonvergenz bezw. Divergenz 
der unendlichen Reihen 


er = 1 
(99.) = n'ttı 
und 
' u: 
(56.) Fr pıtt ’ 


wo n alle ganzen Zahlen, p alle Primzahlen in wachsender Reihenfolge 
durchläuft und £ eine reelle Zahl bezeichnet. 

1. Für £= 0 findet offenbar Divergenz der beiden Reihen (55.) und 
(56.) statt, was schon Jacob Bernoulli bezw. Euler bekannt war. 

2. Auch für jedes von 0 verschiedene reelle £ divergirt die Reihe 
(55.); dies ergiebt sich aus einem von Weierstrass”) in einer seiner be- 


*), „Ueber die Theorie der analytischen Facultäten“, Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, Bd. 51, 1856, S. 23—29; Abhandlungen aus der Functionen- 
lehre, 1886, S. 219—220; Werke, Bd. 1, 1894, S. 185. 

Journal für Mathematik Bd. CXXV., Heft 2. 14 
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rühmtesten Arbeiten bewiesenen Satz”): Wenn für alle ganzzahligen 
ne i u . i . 
» — 2 der Quotient g - in eine Potenzreihe 
n—1 


Un a a, A, 


14 +34 +24 


Un—1 n n n 


entwickelt werden kann, wo q@a,@,...4,... beliebige reelle oder 
complexe Gonstanten sind und insbesondere a, den reellen Theil 
— 1 und einen von OÖ verschiedenen imaginären Theil hat, so 


divergirt die unendliche Reihe 


u tr%+'-+u, +: 


aber die Summe ihrer ersten n Glieder 


S(a)=uw+tn+:.+u, 
überschreitet, dem absoluten Werthe nach, eine gewisse endliche 
Grenze nicht. 
Mit anderen Worten, die Reihe osecillirt in einem endlichen Unbe- 
stimmtheitsgebiet. 
Für den vorliegenden Fall löst dieser Weierstrasssche Satz das ge- 
stellte Problem”): denn für 


P4 


1 


u„ = 
u . 


ist, a2 —— 2 genommen, 


u. _(a—1)} a2 = ie. s(—1) 1 PRF 
EEPTEng n’ =(1 n = ra er 


n 2 n ’ 
also fürs=1-+Eti 
Un 


=1+ — + 


Un—ı n Z 


1-5 | A+W)u 1 
3 n? 4 ..., 
so dass genau die Voraussetzungen des Weierstrassschen Divergenzkriteriums 
erfüllt sind. 
Weierstrass””) hat auch gezeigt, dass die Reihe 4 +%,+--- für 
Ra) <— 1 ceonvergirt und für a = — 1, sowie R(a,) > — 1 divergirt, ohne 
endlich zu bleiben; er hat damit wegen ,=-—s über die Frage nach der 


: A E 
Convergenz der Reihe 3 „, in allen Fällen Aufschluss gegeben. 


a=1 


*) ]. e., es handelt sich um den zweiten Theil des von Weierstrass mit VII, 2) 
bezeichneten Satzes. 

**) ], c. Satz VII, Anm. 1. 

”®) ], c. Satz VII, 2). 
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Da die Reihe (55.) stets divergirt, haben die von Herrn Veechi' 
, r ö 2 7 
unter der Annahme, dass in einem Punkte s, der Grenzgeraden X CON- 


—ı M 
vergirt, angestellten Betrachtungen keinen Halt; es giebt gar keinen 
solehen Punkt. 

3. Herr Kinkelin*”) hat genauer die Art der Divergenz der Reihe (55.) 
untersucht und „efunden, dass, 


2 l 
ny en Sf 
u. n'+% >“ 5 T) 


1 . .o . \ .. 
gesetzt, SE) tz sich für 2 = ® einer Grenze nähert und zwar dem 


Werte S(1+1): 


’ ;, er a 

hau Sr 1<0). 
Herr Petersen”**) spricht dies in geometrischer Einkleidung so aus: 

Trägt man die den Zahlen = = 1,2,3,... entsprechenden Werthe von S(«) 

in einer complexen Zahlenebene auf, so nähert sich diese Punktreihe nicht 

einem bestimmten asymptotischen Punkte (wie es der Fall wäre, wenn 

lim S(z) existirte), sondern oseillirt derart zwischen endlichen Grenzen, dass 


= I 

s ’ ’ ’ ._ 216. 2 4 

sich die Punkte asymptotisch einer Kreislinie nähern, deren Radius ‚ Ist und 

deren Mittelpunkt der Werth der Riemannschen Z-Funection an der Stelle 1-+ £i ist. 
4. Wenn für ein specielles £="0 die Reihe (56.) convergirt, so ist 

für positive gegen 0 abnehmende : 


N ER 23 
im 3 —— = 2, 
un p p re +lı p p r'e 


nach einem auf 8. 76 eitirten Satze. 


*) „Sulla funzione C(s) di Riemann“ Heft 1, Paris (Hermann), 1599, $ 4, 
S. 14—17. Für die späteren Theile der Vecchischen Arbeit ist das angegebene Versehen 
ohne Belang; Herr Vecchi wollte in jenem $ 4 nur einen für allgemeine Dirichleische 
Reihen gültigen Satz (vergl. S. 76, Anm. 1) an der Reihe (55.) illustriren; hier ist 
aber dessen Voraussetzung unerfüllbar. 

**) ]. c., S.4 und 8; der Leser, welchem Herrn Kinkelins Arbeit nicht zugänglich 
ist, sei auf Stols. „Vorlesungen über allgemeine Arithmetik“, Bd. 2, Leipzig, 1886, 
S. 226—230, verwiesen und darauf aufmerksam gemacht, dass Herr Ainkelin ausdrück- 





lich die Uebereinstimmung seiner Function X (—s) mit der Riemannschen Function {(s) 
constatirt. 

**#*) Skandinavisk Naturforskermode i Kjobenhavn, 1592, 8. 354; Vorlesungen 
über Functionstheorie, Kopenhagen, 1598, S. 128—129 und 243. 


14* 
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r u 33 a Ri ii 
Nun ist aber, wenn man die für R(s) >, eonvergente Dirichletsche 


| "“) | | 2 1 
| ‘, & 


— > 20 
2» m 3, m 


En 


DO m h N r y' “ . » 
s=1l+e-+ti gesetzt, zu 2 irerm addirt, 
] u. 1 1 ] 1 ) 
x v y u BE y z 2 
= p' te+ti + (5 = gelte) a: B ry pritets) + ) 7 log (1 "ae + li 
l . 2 
= log 7I —- - log S (1+.-+ti). 
p 3 
1 piret ri 


Da für & = 0 jedenfalls der Klammerausdruck der linken Seite und nach 
dem Obigen auch das erste Glied der linken Seite sich einer endlichen 
Grenze nähert, so würde lim log &(1+2+ti) existiren. 1-+ti könnte also 


e=U 
keine Nullstelle der &-Funetion sein, weil sonst bei Annäherung an diese 
Stelle log&(s) nieht endlich bleiben könnte. 
Aus der Annahme der Convergenz der Reihe (56.) für ein specielles & 
ergiebt sich also, dass Ö(1-++£i) nicht verschwindet”). ferner dass 


n 1 


Pu; 3 


pi 
convergirt”) und gleich (1 + £i) ist. 


5. Merkwürdigerweise gilt hier, wie Herr Mertens 


*) Dies Nichtverschwinden ist seit einigen Jahren für jedes reelle £ bekannt. 
**) Dies folgt z. B. aus einem Pringsheimschen Satze, der in specialisirter Form 


L Rn 
lautet: „Wenn I u, convergirt, 3 u} unbedingt convergirt und alle w„ von —1 ver- 
n—| n=1 
7 
schieden sind, so convergirt II (1+u,)* („Ueber die Werthveränderungen bedingt con- 
n=]1 


vergenter Reihen und Producte“, Mathematische Annalen, Bd. 22, 1883, S. 452); zum 


1 (1 1 
2 yıy 11 re 1< 1 1} r ' . r re n . y 
Beweise ist im vorliegenden Fall nur zu $ Kerr die convergente Reihe > put) 


p pP ” 


Bin 
Da + ..) gliedweise zu addiren. 


*) „Ueber die Convergenz einer aus Primzahlpotenzen gebildeten unendlichen 
Reihe“, Nachrichten von der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 
mathematisch-physikalische Klasse, 1837, S. 265—269. Durch mehrere Formeln dieser 
Arbeit (S. 267, 2.6 ff.) zieht sich ein Versehen, das aber die Richtigkeit des Mertensschen 
Beweises nicht beeinträchtigt, da das fehlende Glied für n= x endlich bleibt. 
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auch das Umgekehrte: Wenn Z(1-+ti) für ein 2>0 von Null ver- 
sehieden ist, so ist die Reihe 


y' 
— 


p p'rt 


convergent. Da nun durch die Herren Hadamard und de la Vallee-Poussin 
heutzutage bekannt ist, dass S(1-+ti) niemals O0 ist, so folgt in Verbindung 
mit jenem Mertensschen Satz, dass für alle 2=0 die Reihe (56.) convergirt. 

Herr Hadamard”) ist daher allzu vorsichtig, indem er bei dem Schlusse 
stehen bleibt, dass, e positiv genommen, 


1 _ y 608 (tlog p) 


p' +£ 
sich für &= 0 einer Grenze nähert; er hätte sogar die Convergenz der Reihe 
cos (t log ee 
zZ (1 10 P) folgern dürfen. 
p 
p 


Die Riemannsche””), auf die beiden Seiten der Gleichung 


bezügliche Bemerkung: Beide convergiren nur, so lange der reelle 
Theil von s grösser als 1 ist, ist also, wörtlich genommen, nur für die 
rechte Seite zutreffend; natürlich ist die 'T’hatsache der Convergenz des 
Productes auf der Grenzgeraden (exel.s= 1) für die bei Riemann behandelte 
Frage nach der Fortsetzbarkeit der S-Funetion ohne Belang. 

Ich will nun die analogen Fragen für die Z,-Funetion in Angriff 
nehmen, d. h. die Reihen 


Em RE ® F(n) 
aa < Nntti s n'+t a, 
und 
a 2 ” G(n) RR 
(58.) = Np'+# a2 = n' r- (! n 9) 


auf ihre Convergenz hin untersuchen. 


"Le 8 211. 
**) 1. c. 8.672; Werke, 8. 145. 
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In diesen Reihen sollen die Ideale (bezw. Primideale) nach wachsen- 
der Norm geordnet sein; die Reihenfolge der verschiedenen Ideale mit 
gleicher Norm ist, da ja nur die Normen selbst vorkommen, unerheblich. 

Für £=0 divergiren offenbar beide Reihen, wie schon oben”) be- 
merkt wurde. 

Ueber die Reihe (57.) gilt für {= 0 der 


Satz: Die Reihe (57.) divergirt, und zwar oscillirt sie derart zwischen 
endlichen Grenzen, dass 
es ® F(n) 
(59.) zuu+ 


tı za 


sich einer Grenze nähert; diese Grenze ist S, (1 + Ei). 


; . ” 1 TER . 
Beweis: Es ist für R(s)>1- ,, a fortiori also für R(s)=1 


m F i . an In! 
> Ba ER un 


n——1 n’ ea] n° 


IT. 


1 
also NY -——- eon- 


& 
Würde also (57.) convergiren, so würde auch 34 mer 


ni+ta 


n==1 n—=] 


vergiren. (57.) divergirt daher, und da nach =. Kinkelin””) 


x 1 1 
xy 


n—1 n! + tı g* 





sich für &=& der Grenze 5 (1+ ti) nähert, nähert sich 


© /F(n a ”..% x, F(n) a 
2 ( 1 ) 7°: +) +0 (2 ‚I-+ti ;) = 2 I+ti er 
nr n't" we ur x .=ı nt 


ti x" 


==. 
fir = ® der Grenze 


Stall +mW-LA+MD-asl+mreel+H)=LAtN), 


n 


wie oben behauptet wurde. Die Punktreihe 


RN i 1 
P2 nitti w P2 


n=1 ni. AR 
nähert sich also asymptotisch einer Kreislinie, deren Mittelpunkt der Werth 


der £,-Funetion für 1+1fi ist und deren Radius die Länge 7 hat. 


Für das nachfolgende Studium der Reihe (58.) ist es wünschenswerth, 
über die Geschwindigkeit der Annäherung von 


*) 8. 101. 
**) Vergl. S. 107. 
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x rd 
x l ö [04 z x F n) r U 


7 w 7 / 5 fa Br B 4 
Pi FE tu." az, fix 


n 


an den Grenzwerth [,(1+ fi) genaueren Aufschluss zu erhalten. Herr 
Piltz”) hat gezeigt, dass 
® 1 . | 
60.) Er to: -Cli+m)=0(2) 


— er; ; 
Bu an, ta" 


ist; Herr Mertens“”) hat ferner, was im Folgenden gleichfalls Anwendung 
findet, bewiesen, dass 


(61.) zer, 8® _. 901) 


— 


—— nt tıa 
ist. Beide Hülfsätze“““) (60.) und (61.) lassen sich übrigens aus der bekannten, 
für R(s) >0 gültigen Darstellung der I-Funetionf) 
a. | e 7 nn pi! in 
s— 1){(s) = H(s— 1) 8 - —s(s—1) 3 
( EN gs 1 ( / m ( ) / (nt u) 


() 


so herleiten: Für s=1-+ ti wird 





—% od 1 Tr = a u 
Bw \ E — e > 
ki 1l+t) ztriz mer ti(l+4 ix / (a Kuyrs 
| RER ZH ei et at 
| >\ / x ‚ez nu! KENT 6 / (n + u). ti 


0 


n=Xe n n=r 
0 


- / u I1.d / En z Pr N 
<ırizer [ evitr 2,=03,=0 (*=0ol}), 


er En: 3 1 E or | 
(60.) rar er a SE +1) =0(,) 
Ebenso folgt aus der für N (s)> 0 gültigen Gleichungtr 
(is g,% | RR. lge _ & log n r Ef | udu 
kei (s— 1)” 2 s—1 2! ER 5 Fa (n + ut! 


(n+ u)! 


2 I uloe(n-+u)du 
n=zTr 
0 


*) ]. ce. (vergl. Anm. 1 auf S. 73), S. 9—11. 

**) ]. c., 8. 266—261. 

***) { ist hier im Gegensatz zu den Betrachtungen’ auf S. 87 ff. constant, und die 
Abschätzung bezieht sich auf die unendlich wachsende Variabele x. 
7) Vergl. S. 9. 
Tr) Vergl. S. 93. 











fürs = 1l-+Hti 
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er a © 1 log x ” log n 
> (1+9)-5 zii 17 zii ni n'tti 
u du Te ' alog(n-+ u) 
G +1 jr I+ti 23 (n-+ u?) du 
- = log ae 1) 2. du - u ae log 
<ztllHe u Ba Me 

Da sich somit 

< e 1 1 1 log x ni loen 

sr) — ga r ti 2“ va nit 


“or! 


1: - er 1 
für 2=0oo der Grenze 0 nähert und —, endlich bleibt, ferner C ( 


von x unabhängige Constante ist, so ergiebt sich 


. * Joe n loe x 
) pe - —E_ m 1). 
(6 1.) ..- n\t tie" 0 ( ) 


L-+ fi) eine 


(61.) lässt sich auch aus (60.) durch partielle Summation so herleiten: 


Er A 216 Pepe 
= Z((logn —log(n +1) & „un + log (a+1) Four 
- 2(-,+40(5)) - amt 3+)+0(,)) 
+ (log +0 ()) (- u HE +) +0(4)) 
. 3-64) 2, +0 Pr Bern 


log © 
Ay ti a ol), 
: = logn | logz 
(61.) = n'Hi ” hier R: Ol). 


Nach diesen Vorbereitungen gehe ich zunächst zur Untersuchung der 
einem beliebigen algebraischen Zahlkörper entstammenden Reihe (57.) über. 
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Wegen 
se PATER BE ce 57 AR BE SEE 
a ee (2 + 1)!" ke Au Air (m rer 
u 
x x \ . ni zart Su 
—— () ( J H () R: n k| / \ 
X = ; Bern 
. 1 D 6, l ] { 1 » du 
-0(z )+0 En — =O|z )+0 / -=0(r 
n=xX n” ‚ = 9 Me 
l u . 
folgt aus 
(m) « You „fe — Ie- 
Bun \ n'* “ n'+W, ni n! ris 
in Verbindung mit (60.): 
| ae nr „ sami 2 nn 
1 n 1 n'rti =) n' n 1 n'ri nn n! RR 
l 
=6,1+md)-es(l+tm) +0 ri), 
| " F(n) ar 1 / IN 
j y m u f N ! ( \ Das p L_ u; - ' I 3 
| 2 rm } gr es (1+t) +0 „)= (14 tm) —-acs(l+E)+O|dE), 
| ° F(n) @ f 
62.) s: — m 5 -=L,(1+1i)- — +0(e2%) 
( / N | ade nt u ) ta \ 


} ® . „ a | 
Herr Mertens hat beim Convergenzbeweise für pi (unter der 
p P 


Annahme &(1+t) #0) ausser den Relationen (60.) und (61.) die von 
Tschebyschef und ihm herrührenden Sätze 


\ \ ö a IN #N 
(63.) 2 logp= 0 («)") 
und 
; loe p en 
(64.) > # log 2 +0 (1), 
8 \ 
PT % 


verwendet. Ich werde im Folgenden analog den Nachweis der Convergenz 


der Summe N — 
Summe 2 Apr 


bewiesenen Satz”””) 


für alle 2=>0 erbringen; dabei werde ich den oben 


(+) +0 


*) Tschebyschef, „Memoire sur les nombres premiers“, Journal de mathematiques 
pures et appliquees, Ser. 1, Bd. 17, 1852, S. 379; Werke, Bd. 1, 1899, S. 61. 
**) Mertens, „Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie“, Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 78, 1874, S. 49. 
er‘ 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 2. 15 
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benutzen; ausserdem muss aber ein Studium der Vertheilung der Primideale 
vorangehen, das zu Relationen vom Typus der beiden Sätze (63.) und 
(64.) führt. Die anzustellenden Hülfsbetrachtungen sind auch an sich von 
Interesse und werden im folgenden Abschnitt unabhängig von der Theorie 
der £,-Function weiter verfolgt werden. 

Es sind asymptotische Folgerungen aus der Identität zu ziehen, 
welcher für den natürlichen Rationalitätsbereich die Identität 


alt= 
entspricht, wo [x] die grösste ganze Zahl — x ist; diese kann auch 
log [x]! == log p ((3]+ (+) 

geschrieben werden; jene Verallgemeinerung ist schon von Herrn Poincare*) 
angegeben worden: 

Wenn [x] in Analogie zum natürlichen Rationalitätsbereich 
die Anzahl der Ideale bezeichnet, deren Norm —< x ist”), und T(z) 
die Summe der Logarithmen ihrer Normen: 


ee #1 
Nnı< r 
T<)= = logNh, 
Nın< r 
so Ist 
(65 I) Bo y no N (| T |+ | T |+ | =] =... \ 
65.) T(x) „2 log Np\ tet). 


In der 'T'hat giebt es, weil 
N (pm) = Np - Nm 
„Extension aux nombres premiers complexes des theoremes de M. Tchebicheff“, 


Journal de mathematiques pures et appliquees, Ser. 4, Bd. 8, 1892, S. 49. Die im Texte 
angewendete Bezeichnungsweise ist von der Poincareschen verschieden. A.a.0. wird 


z. B. T(x) für ein beliebiges Ideal x definirt und = 3 logNn gesetzt. Wenn x 
Nun < Nr 
eine positive Zahl ist, so ist entsprechend bei Herrn Poincare T(x)= 5 logNn; 
NMu<_xk 


dies stimmt allerdings mit der Tschebyschefschen Definition für den natürlichen 
Rationalitätsbereich auch überein, da dort #=x ist, empfiehlt sich aber nicht für 
k—> 1, weil alsdann constante Factoren auftreten, welche die Analogie aller Zahlkörper 
in Bezug auf die Dichtigkeit der Primideale verdecken. 

**) Die positive Zahl x braucht nicht ganz zu sein. 
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ist, [55 Ideale, die durch p theilbar sind und eine Norm x haben, 


ebenso el: die noch mindestens ein zweites Mal durch p theilbar. also 


durch p? theilbar sind und eine Norm —- x haben, und so fort, so dass bei 
der Zerlegung des Productes aller Ideale, deren Norm = & ist, in Prim- 


R a x © 1, = 
ideale das Primideal p genau den Exponenten x,| +| I+--- erhält, was 


Np°. 
- ] } [ | 1 2 
} Vp24 ‚ 


ir 
-Nı LYyp? 


[ 
In= N y»" 


Nn « rt 
ıNAn= NM Np 
An< a Np<_a 
also durch Logarithmirung die Poincaresche Identität (65.) ergiebt. Die 
Summe besteht aus einer endlichen Anzahl von Gliedern. da für Np =, 


T . 
e |=0 st. 
N yp" 
Ich beweise nunmehr folgende zwei Sätze, die für k=1 beziehlich 


in (63.) und (64.) übergehen: 


Es ist 
(66.) z EM _ (2) 
.) | _ ug, T J 
vl Tr Np 
und 
(67.) 2 = a Eu og 2+0(1). 


Beweis: Es ist [x] nichts anderes als die früher”) mit H(x) be- 
zeichnete Function 


Y Fn)=oec+y,"), 
wo 
f \ 
vage "7 
Daraus folgt 
IKa)= 2: logNn= 5 F(n)logn= FZlogn(|n\— |n— 1 


rn i rn 


An< a 


*) $. 80. 


**) Wenn z keine ganze Zahl ist, so bedeutet NY. dass n alle ganzen Zahlen 


<_ x zu durchlaufen hat. 
“**) In diesem Abschnitte und in den zwei nächsten bezeichnet in den auf Ideale 

bezüglichen Relationen [=] durchweg die oben definirte idealtheoretische Function. 

15* 
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= Zlogn(an+y,—a(a—1)- n)=eZlogn+ 2 logn(y.— Yu-ı) 


=} n=]1 


= oe (rloge— 2+0 (log x))+ > y. (logn—log(n+1))+y.log(x+1 
= a(2log2e—z)+O(logx) +0 En“ log (1 4 ) + o(z *Jog x) 


x 4 . 
ven o x log r—er+0 (log 2)+0OE8n di > m log ©) 


3 | 


= ezlogr—ar+0 (log x) + 0 2, +0 (ni log ®). 


l 
nK 


Hierin ist y für 3>>1 gleich O («7 *), fürk=1 gleich 0 (log x), also 


ne 
n' 


1 
. . 1—— u . 
jedenfalls von der Form O ko ‘ log 2): es ergiebt sich also 


1 
(68.) T(2)= exloge—ar+0(2' iloge), 
Berücksichtigt man ausserdem, dass wegen [x] = 0 (z) 
x a‘ x ur Ber x TEE 
- log Np (alt Im I+--) )= MR 'g Np (pt Npi 4 ad inf.) 
) loc Np n loeNp ö 
: un Tr ae 


ist, SO en: sich aus (65.) und (68.): 


1 
exzlogx— ar +0 (x :loge) 


= 5 | log Np | + „z log Np ([ ne + | ",|+---) 


Ny « 
ri 


ie logNp | 1,]+0@) 


Ny “ 


azloge+0(&)= 3 logNp | - |=- - 0 UAp “ 0) 


N<e Ny N<a 
I log N Le loo N 
ozlogr+0(a)=or 3 » +2 70 5 g ? 
Nr < x Np Nv = r N p' aa = 


Von den beiden Behauptungen (66.) und (67.) ist also die zweite auf 
die erste zurückgeführt; denn die Combination der letzten Gleichung mit (66.) 
ergiebt 
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loe Ny Ri loc Nyp 
axlog2+0(2) = ax : Pı O( ke: r) am: % N 
N ! 


LO (»). 
u Ä en A 


(67.) © .. = g2+0(),. 
Die Gleichung (66.) leite ich im Folgenden zunächst auf einem Wege 
her, der nicht der einfachste ist, aber zugleich eine Anzahl anderer merk- 
würdiger Relationen beweist. 
Es bezeichne u(n) eine folgendermassen definirte” 
Funetion: es sei für das Einheitsideal o 


u (0) = |: 
wenn n durch das Quadrat eines von o verschiedenen Ideales theilbar ist, sei 
un)=0; 
anderenfalls sei, falls n aus oe verschiedenen Primidealen zusammengesetzt ist, 
un)=(—1). 
Analog wie bei der von Möbius“”) für P(1) und von Herrn Mertens”””) für 
Pi) eingeführten Funetion hat man für die über alle Theiler n von m er- 
streekte Summe 


) Idealtheoretische 


L 
n 


Zuhn)=1fürm=o, 
( 
(69). | Zu (m) =( fürrm#D. 


n 


In der That entspricht ja, wenn m durch ein Primideal p theilbar ist, 
m = pm, jedem quadratfreien durch p theilbaren Theiler pt, von m ein 
quadratfreier, nicht durch p theilbarer Theiler f, von m,, also von m und 
umgekehrt; die durch p theilbaren quadratfreien Thheiler von m lassen sich 
daher den durch p nicht theilbaren quadratfreien 'Theilern ein-eindeutig zu- 
ordnen, und in jedem solchen Paar heben sich wegen 

ulpt)=— uk) 


die zwei entsprechenden Zeichen «(n) auf. 


*) Vergl. Gegenbauer, „Ueber complexe Primzahlen“, Sitzungsberichte der Kaiser- 
lichen Akademie der Wissenschaften zu Wien, Abth. 2°, Bd. 1889, S. 1037. In dieser 
Arbeit (S. 1036—1091) wird eine grosse Anzahl von Identitäten über beliebige Gattungen 
complexer Zahlen entwickelt. 

**) „Ueber eine besondere Art von Umkehrung der Reihen“, Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 9, 1532, S. 111; Werke, Bd. 4, 18857, S. 598. 

***) „Ueber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie“, Journal für die reine 
und angewandte Mathematik, Bd. 77, 1574, S. 320. 
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Aus (69.) ergiebt sich, indem man m alle Ideale durchlaufen lässt, 
deren Norm <- x ist, und summirt, 
1 5 Zu(n). 
Nm <a " 
n durchläuft alle Theiler von m; einem bestimmten n entsprechen also die- 
jenigen m = nf, für welche 
Nm=Nn-NM<S rc, 


d. h. 
Ne< 
Nn 
ist; die Anzahl dieser E ist Far und es ergiebt sich 
n x 5 Fin | u. 
70) ze = 


Dies ist eine Verallgemeinerung der auf rationale Zahlen bezüglichen 
Meissel”)-Lipschitzschen””) Identität: 


(71.) > u(n) |?]= 1. 


ni 
Unter der Benutzung einer von Herrn Gram”””) auf (71.) angewendeten 
Schlussweise erhalte ich aus (70.) 


I= 2 „U (ann +0 u) ch 


An 
a), 1 
. 5 n x . 
(72.) l=az 3 242 02 -. 
Nn x N ui Nınx , 1—- 


Nun ist 


u 1 l [=] 
-Zm(- a .)+ ne ‘ 
aa n (n+1) * (z+1) * 


*) „Observationes quaedam in theoria numerorum“, Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, Bd. 48, 1854, S. 303. 
*) „Sur des series relatives a la theorie des nombres“, Comptes rendus hebdoma- 
daires des seances de l’academie des sciences, Paris, Bd. 89, 1879, S. 949. 
=) „Undersögelser angaaende Maengden af Primtal under en given Graense,“ Det 
Kongelige Danske Videnskabernes Selskabs Skrifter, naturvidenskabelig og mathematisk 
Afdeling, Ser. 6, Bd. 2, 1854, S. 197— 195 und 291. 
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also wegen 


1 
I om 
| 1 | | k 1 
[2]=0(@), < 74 da L 
n (a+1) i wi u. 
| ' j | | R Zu N 
Y - a ze = Pr on E, ° (a) m = be 19 (2 / 
MZ=Nn % ei. u 


- = 
(73) =0(«): 
(73.) ergiebt, in (72.) eingesetzt, 


‚ uf(n) 


) fi 
| 1 = OL B ; 4 ( z 
| Nn<T r N 1 | ) 
r un) Ä 
i4. 5 — =ÖV(]). 
(74.) mo. Du 1) 
Die unendliche Reihe 
u MN) 
mn-ı An 


die formal aus der für R(s) > 1 convergirenden Reihe 


ne u (1) 
iD. > — 
| - Nm 


für s = 1 entsteht, convergirt also entweder, oder sie oscillirt zwischen endlichen 
Unbestimmtheitsgrenzen. 
Die Keihe (75.) stimmt wegen 


N N 
27 -ali-25) 


2 } . > 1 2 4 Kerne z 
für N(s) > 1 mit der Function . überein. Falls also (75.) für s=|1 


\ (8) 


thatsächlich eonvergirt, so ist die Summe 


a“ (N) 


„4 (N) | 2 
N yr! re 


"a. + AR 


lim <—, —(). 


— lim & — 
0 8 (1-+e, 


gl) 


Setzt man 





>(2)= ZZ logNp 


Ny< 


und 


7 (z) =d(z) +49 (} x) + 9 (} x) +...” 





*) Die Summe ist eine endliche, da für y<2 Yly)=V ist. 
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= 5 log Np + Ss loeAp+:-:= 53 3 logNy, 
so ist, wie schon Herr Poincare*) als Verallgemeinerung der entsprechenden 


Tschebyschefschen Identität angegeben hat, 


mn j x 
(76.) T()= x& v(..). 
Nn “ c NN 
Denn 
zZ vi, ) = EZ 2:2 Ieghi=. z aloe hp, 
Nn<x | \ N N Nu —x m=] m Ny<x 
nz: Nn 


wo ce, die Anzahl der Paare m, n ist, für welche 


T 
Nı< Nr 


tt 


I 


ist, d. h. 


was gerade den Ausdruck (65.) von T(x) ergiebt. 
Mit Hülfe der verallgemeinerten Möbiusschen Coefficienten erhält 


man aus (76.) 
I TI 
Nm er ? \NmAn?’ 
vn < 


Nm 


Nm < r nu,n 2 
N(mn) << x 


T 
5 = 5 = 5 
aim) & (> z ulmy (K (m )) nz. Y (Mi )2 um), 
wo m die Theiler von E durchläuft; nach (69.) ist also 


(1%.) u j zZ u (n) T(y.)- 


Nn< x 


Hierin setze ich den in (68.) gefundenen asymptotischen Werth 
von T(x) mit der für den vorliegenden Zweck ausreichenden Abschätzung 


1 
a . 
ax log 2 —-ar +0 fa ) ein: 


1 


x x ı.z 
») am = A (a £- — ) 
r (2) Au< (n) 05 Nn Nu + e(z.) ? 
n Ä ‚ un), . ® ‚ un) DR | 
8. v(z)=oxr 3 loo — —or 3 Su 7 h 
& \ ) Pe Nn ° Nn Nun = Nn r " 0 <= 


— % Nı<_x N n' = 2 
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Nach (74.) ist das zweite Glied der rechten Seite O (x). Der Nach- 
weis, dass auch das erste O (z) ist, gelingt mit Hülfe eines von Herrn 
v. Mangoldt*) für den natürlichen Rationalitätsbereich angewandten Kunst- 
oriffs in Verbindung mit einigen oben entwickelten Sätzen. Es ist, wenn 
ı alle Theiler von m durchläuft, 


f 


(} 
l> 3 —_—- Zulm= E21. A u A. 2 
sun. Nm n m Be ae; ER U. MM 
N (fu) <a ‚.. 


‘ 


Im vorigen Abschnitt habe ich bewiesen, dass 


| ° 
20, 5 — =eloeer-+P+O 
(2 ) Pr N n 0 log Zu I h | \ 


ist; wesentlich ist die Existenz der Uonstanten «, 5, nicht ihr Werth, der 
aus der Rechnung nachträglich wieder herausfallen wird. Es ist also 


un) 
Nun 


l-2 


x “r ER 
(0 logo +5+0| ) 
’ te) N n ı 4 T / 


‚ un) x 
% ' . ’ > 
= (U . j log — +/ 4 
Nn ie" ei 


Nı< x 


Rechts ist das zweite Glied nach (74.), das dritte nach (73.) gleich 0 A 
die linke Seite ist sogar eonstant; also ergiebt sich 

c — PR 

(19.) MR: log u” O0(1). 


Nn << x 


Was das letzte Glied in (78.) betrifft, so ist 


: F(n) 
s | N er 
< 1 n—1 1 
NM 2 ar 55 ur‘ 
u - Fin SE 
T ER a 
[er In]—|n—1] 
n 1 u 
n 
.r- 1 1 1 
= lm] .— \ 
n—1| 1 — 2 
u (n + 1) / c-+- 1 
© u(k) 
*) „Beweis der Gleichung I h - = 0“, Sitzungsberichte der Königlich Preussi- 
k=1 } 


schen Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 1897. S. 838. 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 2. 16 
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r 1 
— 3 n» = E= 0(z*) 
m. = 


ig f' du +0(2*) 


1 
1 er 1 
1 u 


1 
(80 Ik 
\ ( .) — 0 (z2°*). 
(79.), (74.) und (80.) ergeben, in (78.) eingesetzt, 


v(z) = e20(1)+exO(l)+ 2 277) (2#) 


(81.) v(z)=0O(x) 
und damit wegen I (2) << w (x) 
(82.) I(2) =0(e). 


Die Gleichungen (81.) und (82.) lassen sich übrigens kürzer unter 
Benutzung des entsprechenden Tschebyschefschen auf den natürlichen Ratio- 
nalitätsbereich P bezüglichen Resultates 

3,(2)= ZZ logp=0(e) 
p <x 
herleiten. Zu jedem Primideal p gehört eine rationale Primzahl p, für 
welche 
N=r (VE 
ist, und zu jeder Primzahl p gehören höchstens k Primideale p, deren Normen 
Potenzen von p sind. Also ist jedenfalls a fortiori 


Be 0 Nu << Lu 2 % . A 
(2) = Z log Np Sk 2 log(p‘) 
Ny<x px 


=kZEklogp=# ZZ logp=K9,(z)*) 
p“ 8 ; 14 


‚99 \ ar ur 
(82. =0(e), 
und weil in 


3 — 
N WE (an. Q/,„/ n | ef ’ u 
U (=) —— I (T) -- Ir, e x) 2= 3 (J ”) m eee, 


Übrigens folgt aus op = pı!....p,” genauer, dass 


logeNp, ++ logeNp, = logN(p, --p,) <ZlogN(op) = klogp 


ist, also #( 


z) —_kIrle). 


u TEE EEE EEE 2 
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die Anzahl der Glieder 9 ‘ X), wo ] 2 —2 ist, die Grössenordnung log x 
hat, 
v(z) =I(2)+0lloge) IE) = O (a) +O(Yelog x 
(81.) = (0(2). 


Aus 


(2) = 2 logNp = 3 G(n) logn = 0O(e), 
N <_ x n—1 

wo @(n) die Anzahl der Darstellungen von » als Norm eines Primideales 

ist, folgt 


„ logNp ig G (n) log n 2 - nn) — &(n—1) 
w< 1 2 1 | = 1 
x , 3 n in 
N ° ww °: n 
u 1 1 IX) | f 
— % < ( \ _— R I y En “ 
= 59 )( ) 077-0 8u -O(z ) 
n=1 1l-—— 1-- er n—1  — 
n (n+1) } "u n 
1 
d 1 k RN 
= 0 P: 7 + () x ns ( c J J 
n=1 1 
n 


so dass der Nachweis der Relationen (66.) und (67.) vollendet ist. 

Jetzt bin ich in der Lage, den Beweis des schon auf S. 113 an- 
gekündigten Satzes zu führen: 

Die unendliche Reihe 


R l 
(98.) - Np' +ti 
convergirt für jedes t ==. 

Beim Beweise schliesse ich mich möglichst an das Mertenssche Vor- 
bild des natürlichen Rationalitätsbereiches an. 


| Es werde 


u nn en 


v u S $ 
Er r 1 +? ne 
Nı<xr A u 


*) Uebrigens ist genauer 


3 3 a 
v(z2)—I(z) = I(VYe) +0 llogx)I(yYr) = O (ya) +0 (yelogx) = O0 (Ye). 
a R F s log Np log (p*) log p 
**) Dies ergiebt sich auch aus , >  —. en 1 
Nr „i- pP <x 1 7 Fr 


5 Da ER | p 
16” 
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gesetzt; dann ist nach dem Satze auf S. 110 


(83.) S(z) = 0O(l) 
und nach (62.) genauer | 
1 
) ns <> R & ri 
(84.) S (a) = &(+W)-,.,+0(2 ) 
Wenn ferner 
N x '(n\ la 
er log N a y F(n) log „BT (z) 
Nn< x N n! er ==} n' . 
gesetzt wird, so ist 
u % log n nd log n 
y) ( —& B: NT — > Tr (en vun —-l)- Y%-ı- 0) 
ni] see’ 


” logn 


Ba 
I+ti (9 n Yun) 


Die rechte Seite bleibt für = ® endlich (und nähert sich sogar einer 
Grenze), da die unendliche Reihe 


a - 
N ı N 


“= Ioo 7 
= log n 


A — 
—— 2 /n Yn ı) 


==] n 


FR A 1 1) . . Ban . r 
für R6)>1—, a fortiori also für Rs) = 1 convergirt: 
ı 


© Joe» 
T (x) =023 protl), 


n—ı N 


also unter Benutzung der Mertensschen Gleichung (61.) 


e | a logx y* 
(89.) Te) = — lirt +04). ) 
\ , I 2 


Nun ist aber, wie man leicht sieht, 


a o N 
I (x) = y log = 
An<x N n' Ft: 
/oOf\ . log Np v 1 ) . log Np y' 1 . 
()= 2 Vpi+ti > Nmita > Nyu+n) = Nmitti Jr 
m. Np+# =, Nu en 1 
Nv 
denn aus 
= Hy 


folgt 
Nn = IINpy‘, 


=) (85.) lässt sich auch aus (84.) ebenso herleiten wie auf S. 112 (61.) aus (60.). 
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log Nu = Ss alogNp == P3 log Np+ Flo&@ Np-+-.- 
(1 aM 
wenn man also die Summe TI (x) nach den log Np ordnet, so entsprechen 


jedem p alle Multipla n von p, dann alle Multipla n von p’ noch ein zweites 
Mal, u. s. f. (86.) lässt sich folgendermassen schreiben: 


ee. 
(81. T (x) 2 y log NY Ss ( 2 ) 
en et FE a \Ny 
r | ul % | er. Tr ' 
2. 4 y' 6% N ( SH -] ie _ S 1 : ), 
N < x log ' N p den N p°/ N D” nn N D/ 
Die zweite Summe ist wegen (83.) 
a | l cr log Np 
=0 3 logN ( — ‚tt admf.)=0 5 = =0(1 
W< x 5 Np‘ e Np' | N=2 Np (A 1) 


Also ist, wenn man die rechten Seiten der Gleichungen (85.) und (87. 
gleichsetzt. 


a log x 


ut una Well”) 
er "N een Np/ 
also wegen (84.) 
loo N pr m a Yaı 
a u 3 ye WE  fadh, 
.. Ny'tt SK\ 7 WAR, i \Ap/ 
v d «(-) 
Np 
| . er log Nyp & loe Nyp l loc Nyp 
| mi ER 2 EI, I 5 7 
sv». NP iz" ,n—.,. Np ei. 2,0 
2* Ny 
Hierin ist 
ABER) 
x" a \ 7? 
und. wie oben bewiesen wurde. 
‚om loe Np 
67.) 3 ——- =loge +0(1), 
3 / Nı<Tx Np “ 3 
sowie 
‚ leNp 1 —\ 
66.) > u ar 
k 4 Ar—x a 


0 
Np 


*) (84.) gilt auch für gebrochene x, da bei Vermehrung von x um einen echten 


l in 2% 
Bruch die Aenderung von ‚„ nur die Grössenordnung O ( ) hat. 
zT v r 
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also auch 


1 

loc N o N 
En. ... Ze Ei. 0 (2°): 
Ny<x „I + Dt „_ 1" , 

“I ° m * 
daraus folgt 
a log x .. oeNp eloerz 
— nie = (, a inne { 
tie" +0() wer ı “zZ Nyp'+#t tie" +0o(l), 
er . ‚ logNp 
(88.) S.(1+ti) Zi, Npiti ” 01). 


Nunmehr mache ich von dem Satze 

14m) +0 

Gebrauch, ohne welchen die so mühsam hergeleitete Relation (88.) für 

unendlich viele Werthe von £ eine Trivialität sein könnte. Durch Division 
mit der Zahl £,(1+fi) ergiebt sich, dass 

logAp _ x, G(n)logn 


np TS nie 


x =0(1) 

Nı<x 
ist, d.h. dem absoluten Betrage nach für alle x kleiner bleibt als eine 
endliche Zahl. Bekanntlich*) kann man durch partielle Summation beweisen: 
Wenn %,%, ..,%,... reelle oder complexe Uonstanten sind und 

z „= 0(1) 

ist, wenn ferner &,&%,..,&,... eine Reihe positiver, monoton zu 
0 abnehmender Zahlen ist, so convergirt die unendliche Reihe 


a 
>; 
a1 
Jene Voraussetzungen sind für 
— G(n) logn e_ = Jl i (n > 2) 
r wi .’ 77. ie 
erfüllt; also convergirt die unendliche Reihe 
’ 1 ” G(n) 
r Zr m u 1. Fe Su “ 
(58.) = Np'+ti 3 hu nit" (S0). 


*) Diesen Satz sprach wohl zuerst Catalan, „Traite elementaire des series*, 
Paris, 1860, S. 32 aus; vergl. auch Dedekind, l. c, S. 376—377. Aus ihm folgt z.B. 


7 el = n 
unter Anwendung des Satzes (74.) die Convergenz der Reihe 3 — u ) k 
sn NnlogNn 
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Nach einem früher eitirten Satze*) convergirt also auch das un- 


endliche Produet 


1 1 1 
y u 
| ZNptn TI ya 
11 =_e 
y 1 re: 1 
Np'+r 
und zwar ist wegen 
EEE. RER GE 
eng Np!+t ae Ey Ny!te+rt 
id a En E  ___ 
2; > >e\ / 2% Np’ütert)) 35° Npütern 
| 1 l 2. 1 


2 log So, (1 == ti) Er > = Np:ttto) Mr 2 ” N pl r tı 1 


der Werth des unendlichen Productes gleich Z, 1 +ti): 
Das unendliche, nach wachsenden Ny geordnete Product 


l 
ie l 
Np‘ 


11 


convergirt nicht nur, wie bekannt, für N(s) >|1, sondern auch für A(s 
(excel. s= 1), und es stellt auch auf dieser Geraden die Z,-Function dar. 


l 


Ich komme jetzt wieder zu allgemeineren Untersuchungen über 


also hier nur von Reihen 


ad, 
x 
u 


n=]1 n° 


*) S. 108, Anm. 2. 


matik, Bd. 89, 1880, 8. 262— 264. 








Dirichletsche heihen, die ich aber nur so weit verfolge, als für die in 
dieser Arbeit zu machenden Anwendungen erforderlich ist; ich spreche 


Wenn eine Potenzreihe an einer Stelle des Convergenzkreises diver- 
sirt, aber die durch sie im Innern dargestellte Funetion in der Umgebung 
jener Stelle fortsetzbar ist, so kann man unter Umständen aus den Gliedern 
der divergenten Reihe den Werth der Function an der betreffenden Stelle 
berechnen. Der erste Satz dieser Kategorie, der sich übrigens nur auf 
reelle Variabele bezieht, rührt von Herrn Frobenius*“) her und lautet: Sind 
4, @, Ay... reelle Grössen, ist S, = +@a,+:'-+a, und nähert sich 


**) „Ueber die Leibnitzsche Reihe“, Journal für die reine und angewandte Mathe- 
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Y j} N ey 
Re 


n 
bei wachsendem » einer bestimmten endliehen Grenze M, so ist 
die Reihe 
du +ac+aX+:-: 


tür die Werthe von @ zwischen —1l und -+1 eonvergent, und die 
dureh sie dargestellte Funetion nähert sich, wenn x beständig 
zunehmend gegen 1 convergirt, dem Werthe M als Grenze. 

Herr Hölder“) hat diesem Satz eine Reihe analog beweisbarer Sätze 
über Potenzreihen folgen lassen, auch einige über Däirichletsche Reihen; 
letztere”) beziehen sich aber nur auf Fälle, in denen aus der Natur der 
Uoettficienten auf die Existenz eines 


. “4 
lims 5 
s—() n—] n 
geschlossen wird und nieht unmittelbar auf die im Folgenden zu behandelnde 
Frage, ob man unter gewissen Umständen aus den Gliedern der divergenten 


SL 
Reihe Na, den etwa vorhandenen 
n:2] 


"  ° 
im 5 — 
su n=ı M 
bereehnen kann. 
Es werde 
S,=a+9+a,+'.+a, 
gesetzt; wenn dann erstens für jedes positive s 
89.) lim — = 0 
/ x 


=% 


ist und wenn zweitens 


Ss, re S, " SS, 
T 


I 
. .. . ® 2 Y d, e 
sich für e = ® der Grenze M nähert, so convergirt die Reihe 3 = für s >, 
n=]1 


*) „Grenzwerthe von Reihen an der Convergenzgrenze‘‘, Mathematische Annalen, 
Bd. 20, 1882, S. 535 —549. Die Frobeniussche Arbeit wird von Herrn Borel, dem Be- 
eründer der modernen Theorie der summirbaren divergenten Reihen, in seinem Buche 
„Leeons sur les series divergentes“, Paris 1901, S.5 und 57 ausdrücklich als erstes Bei- 
spiel einer exacten Behandlung divergenter Reihen erwähnt. 
**) Vergl. auch die auf S. {2, Anm. 2, citirte Pringsheimsche Arbeit. 
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und der Werth der Summe nähert sich, wenn s auf der Are des Reellen an V 
heranrückt, der Grenze M. 
Nach einem bekannten*) Satze convergirt 
TV. 5. 
4 


ner! 
der zweiten Voraussetzung zufolge für s > 0, und das Produet dieser Reihe 
mit s nähert sich für s= 0 der Grenze M. Da nun (wie auch aus der 
jinomialreihe folgt) 





1 1 s n+1 du $ $ $ 
— — Dr $ — ET un uuhce 
n® + (n-+ je r nt! J wer r nt! ee" 
, \ yja+t du _s(s+1) _2s 
—= s(s+1) ne ce" 
" + / wre. Ti. DR 5 
ist, und da für eine passend wählbare Constante ce nach (89.) für alle 
| vi Br / e ® = Y | $ N %r y 
1S,|I<eVn ist, so convergirt £ S, ( — ——— — —— )für s>QU, und der 
Be er a’ (n+L1)' nstı/ 

y x w[D\ : E 
Werth der Summe, welcher absolut genommen <s-2e{ (=) ist, nähert 
sich für s = 0 der Grenze 0. Daher PER 

1 $ ) » 8, | 
Te ..3-—: = Ss D 
25 (z- (n+1) nr L nr 2 (n +1) / 


für s > 0, und die rechte Seite nähert sich für s = 0 der Grenze M. 
1 I 
e 


o . dA, e 
Dasselbe gilt also, wie behauptet, von 8 = denn es ist 
[ 


n——] 


u d, e S > = - u /f 1 l Ss 4 
1 >) - Fan B; n | 1 a B. S k { ar N “” l 
—ı n° hun n® -ı \" (n+1)/ (+1 
also für s>0 nach (89.) 
Rn I N 
Bi 2 Es (4 ah z. ‘ 
n—1 n’ n—1 N n (n en 1)°/ 


Wenn also anderweitig bekannt ist, dass die für N(s) > 0 durch die 
* u. a . Y . .. . ® .. 
keihe 2 , dargestellte analytische Function über die Axe des Imaginären 
a—=1 ı° u 
fortgesetzt werden kann und dass s = (0 eine reguläre Stelle ist, so ergiebt 
sich unter den auf S. 128 gemachten Annahmen, dass der Werth der 


*) Der Dirichletsche, auf S. {1—12 eitirte Satz gilt ja nach Herrn Dedekind 
(l. e., 8. 381—382) für beliebige complexe f(n) = a,. 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 2. 17 
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Funetion für s=0 aus der divergenten, daselbst nur formal vorhandenen 


E2 
Reihenentwickelung Ya, hergeleitet werden kann. 


n=]l 


Beispiele: 1) Für die Riemannsche Z-Function ist bekanntlich 


2 nz 2; #3 ” 7 » | 
— _— = “ u — — >’ _—_ R(s) > 
(1 5)6 (8) - n° 25 = m’ = n° 2 moı (2m)' ER 
» (— 1)" 1 1 1 1 
90.) a a a6 Bar 2 at | ER 
vn. a» Pe trgrpr 


die Summe (90.) eonvergirt für s>0 (also für N(s) > 0) und stellt dort 
die mit dem Faetor 1—2'” multiplieirte Z-Function dar. Für s=0 geht 
die Reihe (90.) in die divergente Reihe 
1-1+1-1+-- 
Ko i 
mit der „Summe“ „ über; folglich darf man auf Grund des vorhin bewiesenen 
Satzes mit voller Strenge schliessen: 


-20) = 5, 


N 


(91.) (0) = — 5 


Diese Gleichung (91.) ist nicht neu und steht z. B. schon in Herrn Kinkelins“) 
Abhandlung. Der Werth von &(0) tritt beispielsweise in der Riemannschen 
Functionalgleichung 


c(1—s 2 sn n 
(1 ) =, 008 1 (s) 
&(s) (277) 2 
in Evidenz. wenn man s an O0 heranrücken lässt und beachtet. dass die 
» 1} * * 1 1 “ ” > [2 ” 
linke Seite wie — 0) 5’ die rechte wie e unendlich wird. 
LU) $ 


2) Noch viel merkwürdigere Resultate liefert die Anwendung des 
oO 
obigen Satzes auf die von Herrn Kinkelin““) und später unabhängig von 
Herrn Hurwitz"**) betrachteten Functionen 
RR * D\1 
(92. Io); 
? au 7 7 
welche bei der Bestimmung der Klassenzahl der binären quadratischen Formen 
der Diseriminante D auftreten. Ich verändere im Folgenden die ältere, 
BB». 


)] 
“*) ], c. (vergl. Anm. 5 auf S. 68). 
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auch bei Herrn Hurwitz angewendete Bezeichnungsweise im Kroneckerschen* 
Sinn, nehme also D= 0 (mod.4) oder = 1 (mod. 4) an, lasse n alle 


. . r ” /D 
ganzen positiven Zahlen durchlaufen, verstehe unter \ ) wenn D und n 
n 
theilerfremd sind und » ungerade ist, das Legendre-Jacobische Symbol und 
e ine . D\ 
wenn D und » gemeintheilig sind, 0; (+) bedeute 1, und wenn » verade 


ist (n = 2’ v,v ungerade), sei 


(2) = » (5) ) 


Diese Aenderung der Bezeichnungsweise, welche der Betrachtung der quadra 
tischen Formen a8’ +bxzy-+cy’(D= b’—4ac) an Stelle von ax’ +2bry+cy 
entspricht, ist auch hier von Vortheil. Die Periode der Coefficienten der 
Reihe (92.) ist für alle verschiedenen Fälle von D gleich D = 4: denn es 
ist für das Kroneckersche Symbol bekanntlich 


D D ! N 
() = (7) falls a = n (mod. 4), 
ferner für O<n<4 


c D ; D 
(93.) 4) = Sign D-(7) 


und drittens für D+1 


(94.) 5 (2) = — (0). 


n—=1 


Daraus folgt für D+1, da B; % -) stets endlich, nämlich zwischen — (4), 


n=1l 
und (4), bleibt, nach dem bekannten, schon oben angeführten Convergenz- 
a D\ l . . 
kriterium””) («, —), &, = — gesetzt) die Convergenz der Reihe (92.) für 
> A* ns ® > 
s >60, also für R a 


D=1 sei nun eine Fundamentaldiseriminante. d.h. dureh kein un- 
gerades Quadrat theilbar und entweder = 1 (mod. 4) oder 8 (mod. 16 


*) „Zur Theorie der elliptischen Functionen“, Sitzungsberichte der Königlich 
Preussischen Akademie der Wissenschaften, Berlin, 1885, S. 770: verel. die ausführliche 
Darstellung der Kroneckerschen Arbeiten bei Herrn de Seguier, „Formes quadratiques 
et multiplication complexe“, Berlin (Dames), 1594. 

”") 8. 126. 


Yy 
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oder = 12 (mod. 16); dann lautet das Kinkelin-Hurwitzsche Resultat in 
dieser Bezeichnungsweise, dass die für N(s)>0 durch die Reihe (92.) 
dargestellte Function P(s) eine ganze transcendente Function ist, welche 
der Funetionalgleichung genügt: 


(95.) d(s) = Si en) VS cos = =$(1-s) D=-A4<), 
96.) Ds) - EI VD sin FE b(1-.) ös, 


Da nun die Reihe (92.) noch für O<N(s)<1 convergirt und die Function 
P(s) darstellt, und da 1—s mit s gleichzeitig in jenem Streifen liegt. 
lassen sich die Gleichungen (95.) und (96.), wenn 2(s) durch (92.) und 
P(1-—s) durch die entsprechende Reihe ersetzt wird, für O<NR()<I1 so 
schreiben: 


2. *» D\ 1 "1—s) /2n 1 
(Ä \ — » "a << U 
97.) - n/ n° st G ) 4 cos 2 ne ar ie 
= /D\ |] I1—s) /2nv® - 
(98.) = \ . 25 = ( = ) ( D ) ] D sın > 8 e R . (D>u). 


Ich betrachte diese Gleichungen speeiell für kleine positive s und 
lasse s gegen 0 abnehmen. 


Für s=0 erhält, falls D<0, die rechte Seite von (97.) den Werth 


1 < D | i .. a e Bi 
. v5 „; dagegen erhält, falls D>>0, die rechte Seite von (98.) für 


s = 0 den Werth 0, während die linken Seiten von (97.) und (98.) in die 


ic ı VER ; a ' 
divergente Reihe & (—) übergehen. Auf diese divergente Reihe ist nun, wie 


n —=1 


sezeigt werden soll, der Satz auf S. 128 anwendbar. In der That ist für 


u) 


ud .. D FE 
S,= 3 a, z (-) =0(l) 


w==1 mi 


und, da die S, die Periode 4 haben (8, = S,,; +»). 


zs, ui -[3] & 5. + 


n= 


x 
e EN 
1 
x 
1 


14)” 


Dass das Glied S_.. zweimal hingesetzt ist, ist unerheblich, da es = 0 ist. 


[714 
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Hierin hat die letzte Summe höchstens / Glieder, deren jedes dem absoluten 
Betrage nach < (4) ist; die letzte Summe ist also = O(1): 
Arial ä0+00- (5: -0A))E &( (=)+0(1) 


n=1 


> (PD) (s-m+1)+0(), 


A m ns \ ID 


also wegen (94.) 


h u d 
oa 2D 
>s zn > ( )m- O(1): 
Rex A uzı ‘mM r 
also existirt 
Ss 
lim = 
1 I. I 


und ist gleich 


ru 3 (? ) Mm. 
A m 


ec) 


Für D>0 ist wegen (93.), m =—m' gesetzt, 
Em Em) DM 
-- 2 („m =- E(„)m 
also 
(99.) ä & ) m=(, 


so dass sich eine Trivialität ergiebt; für D<_0 dagegen liefert die Funetional- 
gleichung (97.) unter erlaubter Benutzung divergenter Reihen explieite die 
bei der Bestimmung der Klassenzahl der binären quadratischen Formen der 
Diseriminante D gebrauchte Relation*) 


A 
(D RE 5 (=) m. 


3 nz 


n—1 \n/n 4? m=ı ‘Mm 


Geht man zur Klassenzahl % selbst über, so ergiebt sich ohne jeden hinzu- 


tretenden eonstanten Factor, dass für Fundamentaldiseriminanten D<—4 
» /D 
h= x( 
n hu! \ n 
ist. 


*) Die Betrachtungen des Textes sollen natürlich nicht eine Vereinfachung der 
Klassenzahlbestimmung, sondern nur eine Illustration zu dem Satze auf S. 128 darstellen. 
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Für D>0 liegt der Zusammenhang verborgener; es wurde vorhin 
bemerkt, dass beide Seiten von (98.) für s= 0 den Grenzwerth O0 haben. 
Wenn man jedoch zuvor beide Seiten von (98.) durch s dividirt und 
dann zur Grenze übergeht, oder, was dasselbe ist, an Stelle dessen erst 
nach s differentiirt”) und dann s gegen 0 convergiren lässt, so ergiebt 
sich rechts 


= /D\ 1 D =/D\ 1, 
n ıD 3 < =) A £ = (=) n’ 


in] 


links erhält man für s > 0 dureh Differentiiren die Reihe 


—— 


I 


4 3 logn | 


e==1 n n° 


. [ . ° ” D .. 
dieselbe geht für s = 0 in die divergente Reihe — 5 (7) log rn über. 
. n—] 


Es soll gezeigt werden, dass auf diese Reihe der Satz auf 8. 128 
anwendbar ist; für 


a,= 3 log n 


n oO 
Ist 
" /D 5) pn " /D m 
S, = <Smn= 2 (—) logm = = (—) log m 123, (>) log m*”), 
D 
’ & x [51» D x n D 
(100) 38-3 3 („)lgm+z 8 („)logm 


n=1 mi = [*]» 
D 


Aus dieser Gleichung ist die Existenz von 


[2 1 ad 
lim - & S, 
AT. T ni 


nachzuweisen und der Werth des limes zu berechnen. Die zweite Doppel- 


summe in (100.) ist, da das Glied (”)10g m für [2] D=Zm=—n auftritt, 


*) Gliedweise Differentiation ist ja im Convergenzbereiche einer Dirichletschen 
Reihe erlaubt. 


*) vergl. S. 132, Anm. 1. 
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d.h. für alle » von m (inel.) bis [7] D-+D-1 (inel.), also [7] D—-m+D 


Male auftritt, gleich 


> (2) 5] D-m+D) log m = & C„ log m. 


m=1 


Nun hat die Function e, =( (2} D-m+D) die Periode D, da 


0.0 = (5) ("5 ] P-(m+ D)+D)=(2) (([5] +1) D-m-D4D) 


= (") ((5]p-m+D) = — c, 


ist, und ce, ist daher höchstens (4) verschiedener zwischen —(D—1) und 
D-—1 gelegener Werthe fähig; wegen (94.) und (99.) ist nun 


20.=2(,)-m+D)=- 8(")m+D 2 (P)= 0, 


m—1 m 


x Ä I x | 
= 2:0=[5]20.+ 2 = 2 @=0() 


m=—1 we=i x 
[z]- [7]- 


was durch partielle Summation 


ä c„logm= > iR, - C„-,)logm = 3 C,„(logm— log (m+1))+ C,logx 


m=] 


— 0 = (log(m +1) —-logm)+0O(logx) = O(log z) 


ergiebt, so dass die zweite Doppelsumme in (100.) = 0 (log) ist. 


Was die erste Doppelsumme in (100.) betrifft, so ist nach Euler für 
ganzzahlig ins Unendliche wachsendes y 


Hm ÖNE y!y‘ 
dd MN; a(a+1).-(a+y)' 


log /'(a) = im (log(y!)+ alogy— z log (a+ v)), 
also nach der Stirlingschen Formel 


log /'(a) = lim (y logy—-y+: ‚log y+logY2n-+alogy-— 2 log (a+ v)), 


vn 
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> log (a+v) = ylog y -y+(5 4 a) log y+ log Y2n — log 1'(a) + |1}*), 


u 


zZ log (A+v I) = 2 (log d+ log (3 +r)) 


ylogy+y(log4-1)+ (5 + log y + log # + log Var log 2(7)+ 11. 


a n2 i nn . D' i 
Multiplieirt man für D>0O diese Gleichung mit (>) und summirt über 


4=1,2,...D, so ergiebt sich wegen 04) und (99.) 


1 . Ä D + 
£ DE Bee - Pe (3) log I (5)+ | 
Also nähert sich für a = x, wenn 


) 5-: 
= 2 @ ) log m. (5) E) log(A+vD) 


< =] 
Es RR sich also a fortiori das arith- 
metische Mittel der x ersten Zahlen g, (n = 1,2,... x) 


gesetzt wird, g„ einer Grenze g. 


7 


2 > 


Fer 


R 
dieser Grenze. Yg, ist aber die erste Doppelsumme der rechten Seite 


n=]1 
von (100.); da, wie schon bewiesen, die zweite Doppelsumme nur = 0 (log x) 
’ Bi i 
ist, so existirt im — N S, und es ist 
2—=R T =] 


' ee... 
lm — 3 $S, = 


iD BR; 

> r ) log 7’ ( ); 
en T n—1 i=1 [4 D ? 
auch ist für jedes s > 0 

Ss, = 0 (log) = |). 

y . * . .. D ” . Ye m , 
Die divergente Reihe > (7) logn ist also im Sinne des Satzes auf S. 128 
1 
summirbar, und es ergiebt sich mit voller Strenge aus jenem Satze 


im 2(,) = -2G)lerQz), 


s—0) n=1 


SeyL-2 3 &ywer() 


*) d. h. der Rest nähert sich für y= x der Grenze 0. 


also 
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was sieh mit Rücksicht auf 


BY u n 
t (5) i \J ? p) „An 
sın D 
EN u AN | 5, 1m 
log I (5)+ log / ( — D’ log ı — log sın p’ 


par N DA PB '/D ın 
| ‚log I er; 2 5 \ 2) loo / A log A a Eh > | loo sin j 


pe 1-1 “ x» N Ss m NA oO D 
> En si" D-—-1 ) 
3 (5 .zg /. \ . AI u. rn 
z(; log 1" 4 „,)10g M\ Pina 2 \z) log sin 5; 
D/DN /l \ | ?-1,DN in 
y ä u = wi | OS 
ee, Ne l\n)= 75 -\7/ logsin ,, 
in die bekannte Form 
2. EN} 278 70 2 
= ( ) > — > ( = )log sın R 
n—ı 'N n } D I=1 /. u D 


transformiren lässt. 
Im sechsten Abschnitt wird auf diese Betrachtungen Bezug ge- 
nommen werden. Es sei noch bemerkt. dass die Potenzreihen 


| (* 
5 (D<0) bezw. "; \ log N'XT (D 
n n=ı N s 


he 


für z = 1 denselben Grenzwerth haben wie die Dirichletschen Reihen 


 ( D 1 » ‘D\loon 
— ) (D<V) und Pr ( ) (D>U) 
n—1 n n’ 


N - 
für s= 0; denn beide Male ist der Grenzwerth gleich der „Summe“ der 
divergenten Reihe 


Rn] 


° ‘D 
B =() bezw. $ =) ) log n. 


Vierter Abschnitt. 


Ueber die Vertheilung der Primideale eines algebraischen Zahlkörpers. 


Aus der Poincareschen Identität 
(65.) T@)= x logNp(| + 2)+) 
Nr <r 
werde ich jetzt für einen beliebigen algebraischen Zahlkörper ähnliche, auf 
die Vertheilung der Primideale bezügliche Folgerungen ziehen, wie Herr 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 2. 18 
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Poincare für den Gaussschen quadratischen Körper Pi), d. h. den Körper 
der complexen Zahlen a+biö mit rationalen a,b. Herrn Poincares*) Resultat 
lautet: Wenn d eine beliebig kleine positive Grösse ist, so ist im 


Ei VE) op . . 
Körper P() > für passende, oberhalb jeder Grenze wählbare 
Werthe von x kleiner als 1+d, ebenso für passende, oberhalb 
. .. .. in 
jeder Grenze wählbare z grösser als 1—d; . kann also, wenn 


es sich für 2e= x einem endlichen Werthe nähert, nur gegen 1 
convergiren. Dasselbe gilt (im Körper P(i)) von den Quotienten 
IX x i Mn . 

2) und (8): Ba 7° rı(z) die Anzahl der Primideale bezeichnet, 
Mn 

deren Norm Se ist. 


Durch Betrachtungen funetionentheoretischer Natur lassen sich die 
Poincareschen Sätze sehr leicht nachweisen; Herr Staniewitsch**) hat darauf 
aufmerksam gemacht, dass sie sich leicht aus den Mertensschen Unter- 
suchungen über die auf alle bis & gelegenen Primzahlen einer arith- 


. * [3 1 
metischen Progression (hier 4m-+1) erstreckte Summe air ergeben; Herr 
Phragmen”””) hat darauf hingewiesen, dass sie aus einem allgemeinen SatzeT) 


von ihm über Integrale der Form [9 (z)a2 ‘= dx folgen; ein anderer 
analytischer Beweis mit Hilfe Dirichletscher Reihen wird untenfTf) gegeben 
werden. Das Wesentliche der Poincareschen Beweismethode liegt jedoch in 
ihrer Analogie zur Tschebyschefschen Behandlung der Primzahlentheorie; sie 
ist so rein arithmetisch, als es der Nachweis eines auf einen Grenzwerth 
bezüglichen Satzes sein kann. Aber im Einzelnen ist sie unnöthig 
complieirt; es lässt sich der von Herrn Poincare gegebene BeweisfTff) seiner 


“) Mit der auf S. 114, Anm. 1 angedeuteten Aenderung der Bezeichnungsweise. 


"*) „Sur un theoreme arithmetique de M. Poincare“, Comptes rendus hebdoma- 
daires des scances de l’academie des sciences, Paris, Bd. 114, 1892, S. 109—112. 
”**) „Sur la distribution des nombres premiers“, ebenda, $S. 337—340. 
+) „Sur le logarithme integral et la fonction f(=) de Riemann“, Öfversigt af 
Kongl. Vetenskaps-Akademiens Förhandlingar, Stockholm, Bd. 48, 1891, S. 600. 
Tr) S. 144—148. 


rr) l. e., S. 51-68. 
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Sätze auf Grund der alleinigen T'hatsache, dass die Anzahl der ganzzahligen 
Lösungen der Ungleichung 

+b<e, 
d. h. die Anzahl der in und auf dem Kreise 

a“+lb’= 


eelegenen Gitterpunkte a, b gleich n-2+0(Y x) ist, in wenige Schlüsse zu- 
sammenziehen. Ich führe dies nicht besonders aus, da es in der nach- 
folgenden Behandlung des beliebigen algebraischen Zahlkörpers 2 enthalten 
sein wird, welche Herr Poincare”) am Schlusse seiner Arbeit als Deside- 
ratum formulirt. 

Auf S. 122 war bewiesen worden, dass, 





ognG(n), 


9(2)= 2 log Np = 


y < 


Alan 


v(z)=I(a)+Ily 2) +9 (Ye) Ei 


gesetzt, 
(81.) v(2)= 0 (x) 
und 
(82.) 3(2) = 0 («) 
ist; also ist 
. ud log nG n ln) — 4 \ | ) 
(2) z B 1 = z (7 (n) = — - ine  — 2 nu — 
N < x n ‚oO = 
1 Fr) 
. 29 (R) (gr n Jlog(n+ 7) 7 log (x +1) 
1 1 \ 
— _ 2. 
0 En n (1; n log(n + 1) 2. og) 

u x 1 du e\ 
ri Bir „Rn +0 (5) = - log rn erh ( ;)= Pr: 4 og u r ar x/' 
’ x 

(101.) n(2) = 0 (5) 


(101.) folgt auch aus dem analogen Satze für natürliche Primzahlen dureh 
die Ungleichung 


n(@)—hkh 3 1=kn,la )=0(>-) 


p — x 
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Von den in den vorigen Abschnitten über Ideale entwickelten asym- 
ptotischen Formeln brauche ich hier nur (68.) und (20.), beide auch nur in 
der ersten Annäherung 


(102.) T(z) = „2 | log Nun axlog«“), 
(103.) Rea)= E —_ Sale: 
; Nun x N u r 


ich erinnere ferner an den bei deren Beweise verwendeten Dedekindschen 
Satz””) 


(104.) a]l= 3 leax 


Nnı<_r 


und an die Poincarösche Identität”””) 


mp r x 
(76.) Ta)= = v(,) 
Nn« —_ N u 


Ich behaupte zunächst: 


. Ve . 
Wenn lim x ) und lim 


=n r=% 


3 (x) 
x 


exisliren, so sind diese Grenzwerthe = 1; 


Ede gg v(x (x 
wenn die Grenzwerthe nicht existiren, so oscilliren die Quotienten “ und : 


zwischen zwei endlichen Unbestimmtheitsgrenzen, von denen die kleinere <- 1 
und die grössere — 1 ist). 


”) g, (x) ®g, (x) bezeichnet die asymptotische Gleichheit der beiden Functionen 
9, (2) 
9. (2) 


9, (x) und g,(x); es bedeutet also, dass der Quotient sich für x = 00 der Grenze 1 


nähert. 


“*) Vergl. S. 120. 

7) Dies ist für quadratische Körper bekannt, indem aus den Untersuchungen der 
Herren Hadamard (l. e., S. 219) und de la Vallee-Poussin (l. c., S. 231—362) über die 
Primzahlen einer arithmetischen Progression sogar die Existenz jener Grenzwerthe (für 
quadratische Körper) sich folgern lässt; ferner hat Herr Torelli („Sulla totalita dei numeri 
primi fino ad un limite assegnato“, Atti della R. Accademia delle scienze fisiche e mate- 
matiche di Napoli, Ser. 2%, Bd. 11, 1901, $ 99—112, S. 144—179) die Poincareschen Sätze 
auf den Körper der p-ten Einheitswurzeln ausgedehnt, wo p eine Primzahl bezeichnet; dies 
ist eben einer jener Fälle, in denen man die Zerlegungen der rationalen Primzahlen in 
Primideale beherrscht und Anschluss an die Theorie der arithmetischen Progression ge- 
winnen kann (vergl. oben, S. 95). Die Betrachtungen des Textes gelten für beliebige 
algebraische Zahlkörper. 
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Es genügt, die Behauptungen für w(xz) zu beweisen; denn es ist*) 
y(z)—Ila) =0O (Vz) = |el. 
Zum Nachweise der Behauptungen für w(z) ist ein Widerspruch aus jeder 
der beiden Annahmen herzuleiten: 


„Ks giebt zwei positive Grössen d und », so dass für alle > wo 


(105.) v(@)>(14+d)« 
bezw. für alle e — w 

(106.) v(e)<(l-d)x 
ist.“ 


I) Wäre für alle > w 





(105.) v(z)>(1-+d)z, 
so wäre für Nn < 
id 
x ; z 
w( )>(1 F d)_-, 
f Nn/—\ 77 M 
also 
m Fr \ un , ur 
TI(z)= 5 v(“ ja> >> w( )> (l d > 
(@) men" NW = N 77 Zah .. „Ein 
= (l1+d)e F 2 
} —. Nu 


Nn = Zn 


Nach (103.) ist aber 


x 1 ’ 
R (—-) =e 2 V ee (I (log A log W) = (0 log T, 
M<Z 


wW 


also für alle z von einem gewissen x, an 


d 
Ba nes 
1 I | 
2 or Tr. 
8 I+d ° 
Nn< > 
Für alle > x, wäre also 
d 


T(a)>a(l+5)xlog», 
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was mit 
(102.) T(z)» axlogx 
im Widerspruch steht. Die Annahme (105.) ist daher unzulässig. Jede 


Zahl >1 wird also für passend gewählte beliebig grosse Werthe von x 
Ye) 


durch den Quotienten a unterschritten. 
2) Wäre für alle e>w 
(106.) y(z)<(l-d)z, 


.. .. zT 
so wäre für Nı < — 
ne 


<A 


also 
in ® 
. (=) m< ni ® (m) r nn) " 2 M. x 2 (m) 
& 1 
<(1-d) Z + 2 YvWZ<S(-de 2 „_+v(o) & 1 
M< 2 Mm<e MZz mZz® 


=(1-d)eR(e)+ v(o) [a]. 
Aus (103.), (104.) folgt, dass 2, >w so bestimmt werden kann, dass für 
alle e > vo, 
U 4 


—_ 


d 
R(@)<e-—, log2, v(o)[x]<e z elogr 
ist; also wäre für alle ->x, 
T(z)< (1 -S)zloge+a : zloge=« (1 = S)rloge, 


was der asymptotischen Gleichung (102.) widerspricht. Die obere Un- 
bestimmtheitsgrenze von w(x) ist also > 1, womit alle Theile des Satzes 
auf 5. 140 bewiesen sind. 

Aus demselben ergiebt sich die Folgerung: 

Der Quotient der Anzahl n(x) der Primideale, deren Norm < x ist, 


durch > nähert sich entweder der Grenze 1 oder oscillirt zwischen zwei 


Od 


Unbestimmtheitsgrenzen u, U, für welche u<1<U ist. 
In der That ist*) 


*) Vergl. S. 139. 
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were). z 1 bei \ 9(2) 
p (=) er 2, log n - - 9) log n log (n + 1)/ log(<-+1) 
1 1 
EZ la log (1 + =) (x) a z " n $(®) log x 
5 lognlog(n +1) log ze +1) #S:logn-logn ' logxz log (2 +1) 
an : du 3 (x) log x 
ch }; log ’u log x | 1 
2 log z+0 (—) 
=: 3 (x) l 
4; Oz er weites rd) 
„ew}, ), 
log „' Iog? x 
n(z)loge (2) 1 
1 NER log x ) 
(107.) (Re. ID) Le, 


I (x 


Die für den Quotienten 2) bewiesenen Sätze gelten also auch für den 


r(z)logx 
= 


(Quotienten ; denn wäre für alle «eo 


(2) log@ 


<1-—d bezw. >1-+d, 


so würde für alle x von einem gewissen ®, an wegen (107.) 


(2) _ d a d 
„Papa bezw. >1+, 
x 2 2 
sein. 
Man erkennt ferner aus (107.), dass, wenn einer der Grenzwerthe 
n (2) log x er in 
( 2 7 Ina? @ = existirt d.h. = 1 ist, auch der andere existirt und = 1 ist. 


Der Nüchweii der Existenz jener Grenzwerthe für beliebige algebraische 
Zahlkörper kann bei dem gegenwärtigen Stande der Idealtheorie noch nicht 
seführt werden.*) 

Ich habe Werth darauf gelegt, die Sätze dieses Abschnittes mit 
Hilfe von Betrachtungen zu beweisen, welche die von Herrn Poincare an- 
geregte Verallgemeinerung der Tschebyschefschen Primzahlentheorie auf 
algebraische Zahlkörper ausführen; die am Schlusse seiner Arbeit”*) ausge- 


*) Vergl. S. 95 und Anm. 4 zu S. 140. 
**) ]. c., S. 68. 
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drückte Vermuthung, dass die Constante « aus dem Resultat herausfällt, 
hat ihre Bestätigung gefunden. Aus der Theorie der Dirichletschen Reihen 


2 en 


ergiebt sich folgendermassen sehr einfach, dass die Grenzwerthe 


n (x) log 


und ‚ falls sie für einen bestimmten Körper z existiren, unabhängig 


von Grad und Natur des Körpers den Werth 1 haben und dass anderenfalls 
die Unbestimmtheitsgrenzen den Werth 1 einschliessen: Es ist für s>]1 


1 I 
log = - zleg(1-1,)=E1,+3 


wo die Dirichletsche Reihe 


1, 1 ı 2 3 
3(s) = >= Ayo ! 5 = Net 


für s >, eonvergirt; durch gliedweise Differentiation ergiebt sich 


me 


2) _ _ 5 log 
Fo u TR) 


wo 5 (s) fürs >, ceonvergirt, also für s= 1 endlich bleibt; da nıns= 1 


ein Pol erster Ordnung der £,-Function ist, ist 
x 


lim (s - 1) au) —1, 


also”) 


log Np 


lim (s— I) 


s=1 


= |, 


(108.) lim(s — 1) 22”) _ jim 1) ze D_ ], 


$ 
s—=1 n—1 s—1 n 


Daraus folgt aber nach dem Dirichlet-Dedekindschen Satz””), dass, wenn 


9(2) &log n (m) 


lim — = — lim " 


x—n T =» 
existirt, dieser Limes gleich 1 ist; denn wenn sein Werth mit M bezeichnet 
wird, so würde eben der Limes (108.) jenem Satze zufolge auch gleich M 
sein, so dass M = 1 sein müsste. 


*) Vergl. S. 84. 
**) Vergl. S. 129, Anm. 1. 
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Dass er für passend gewählte beliebig grosse x jede Zahl 1+d 
unterschreitet und jede Zahl 1—d überschreitet, folgt durch Anwendung des 
Hölderschen Satzes”): Wenn a, für na=% zwischen endlichen Un- 
bestimmtheitsgrenzen a,U oseillirtt (a= U), so oseillirt bei An- 
näherung an s= 1 das Product 

© q, 
(s — l) 2 = 
zwischen zwei endlichen Unbestimmtheitsgrenzen v, V, für welche 


u—vo— V/<U 


ist. Würde für a, = 


”(n u . iz 
| a„>1 oder U<1 sein, so würde dies in Wider- 


spruch damit stehen, dass für den gegenwärtigen Fall wegen (108.) 


BE > C /1 1 u BR ar 5 
n u u (n+ 13) et pn el) 29 vr 
9.(n) 
— lim (s u 1) 5 — ) 
s—1 n=]1 ‘ 


also e=V=1 ist. 


Dieselben Resultate für w (x) ergeben sich direct aus 


log Np log Np log Np C,'(s) 
( y' D y' > ._ u ; ee mE u — 
(109.) "= Ny: > Np® E Np>: G.($) s 


Die rechte Seite von (109.) nähert sich, mit s—1 multiplieirt, für s = | 


dem Werthe 1, und die linke Seite ist nichts anderes als Y —, wo 


=] w 


> „= EZ logNp+ 3 logeNp+ 3 logNpy+.- = w(e). 


n—1 N<x Np? <. x Np < x 
Also ist e,= w(n)-v(n—1), 


lim (s—1) >  aluche Pr Dig 


}) 
s—1 n=1 n 


was zu analogen Folgerungen führt wie (108.). 


Was drittens die Function (2) anbetrifft, so entspricht ihr die 
Dirichletsche Reihe 


*) 1. c., 8.548. 
Journal für Mathematik Bd. UOXXV. Heft 2. 
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a(e)—n(n— 1) „1. . : u 7 ER an 
hun n° N = Nys "von log >x (8) > = Np® 3 P> Np>; 
1 1 
(110.) = log — 410g — 


. >. . - A, °” a 
Ich gebrauche nun den auf eine Dirichletsche Reihe &— mit reellen Coeffi- 


n=1 


eienten bezüglichen Hülfssatz*): Wenn der Quotient 


x ® x 
Se: lege = 24, ' joge® 


zwischen den endlichen Unbestimmtheitsgrenzen u und U schwankt (u<U) und 


X 


n 1 
2: log , 


9 
= n°’ —| 


pen 


wenn s von rechts an 1 heranrückt, zwischen den Unbestimmtheitsgrenzen 
ve und V schwankt, so ist 


u<e<V<U. 


Beweis: Nach Annahme eines d>0 ist nach Voraussetzung von 
einem gewissen n = n, ab der Quotient 


= rk 
Nun ist aber für s>1 
E3- Imre le 2 en 5) 
gi = Sn  (n+ Ay + 38 je er EN 5) 


| 


Hierin ist die erste Summe = | log _— h da sie für s=1 sogar endlich 
bleibt; die zweite ist 


B; n /1 1 du ıı 
” <.2 (W- + d) ” (n+1 „= (U+d) 2 & Eis ei + |l0g °—1l 


n 


a 1 ı\ 
=(U+td)s 2 hen Sign + 1108 s—1/ 


*) Der Specialfall u —= U dieses Satzes, wo also o—= V = U behauptet wird, steht 
schon bei Berger, 1. c. (vergl. S. 72, Anm. 1), S. 20—21. 
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Nun ist aber 


Ems” -3/ #7 -[ Zate= -[ CW- Den 
Er Dr = Ion _r [108 1 ne f (S(u)- 1)du+ | log — 
72 E m. + (log. | 
Ka erlag.) 
Also ist 


u; 1 u 1 RE 
3 "<(U+d)slog..+1log,_,]= (U+a)log + log, 4]: 


nl 


d. h. es ist für alle hinreichend kleinen positiven s— 1 


E=<(U+a)log + log, = (U+2)log 
1 oO s—1 ) 


n= ge s— 1] 


Dies bedeutet 


FEW 
Ebenso lässt sich zeigen: 
u<_ov; 
denn nach Annahme von d ist von n=n, ab 
S.lo n 
.. >u-—d, 


also unter Anwendung von au, 


2, m gl 1 N 
3 28 tern) 
ER (u—d)s 
= log, +28 + > leg. 4} + 2 n’ log n 
= 10 N +(u-d)s RE ZEN (u —d)log + log Eu 
u Ss_-1 un, mw®logn BL, ) 


also für alle hinreichend kleinen positiven s—1 


yı On _ 1 
2% > (u -2d)log .—: 


d.h. 


ve —>u. 
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Dieser Hülfssatz ergiebt, auf 


a,„= G(n) 
angewendet, zunächst: Wenn 
ln. re (x) log x 

(112.) lim 2 Eee lim 7 

existirt, so ist dieser Limes gleich 
» G(n) 1 . 
‘ x . — x en BEER 
(118.) um 2, :log ;—; Am 2 2, :log ;;- 


Da nun nach (110.) der Limes (113.) existirt und 1 ist, so kann der Limes 
(112.), wenn er existirt, nur 1 sein; genauer: wel e=V=1 ist, ist 


az ı1<U. 


Ebenso folgt aus dem Satze auf S. 146 als Speecialfall: wenn eine 
gewisse Klasse von ganzen Zahlen z, so beschaffen ist, dass der Grenzwerth 


(114.) lim 3 :log —- 


existitt und = a ist, so nähert sich der Quotient der Anzahl der bis & 


T 17° 
gelegenen Zahlen z, durch gen entweder der Grenze a, oder er oseillirt 


g 
zwischen zwei Unbestimmtheitsgrenzen a, U, deren Intervall die Zahl a 
enthält: vu <a = U. Die Voraussetzung ist z. B. nach Kronecker*) und Herrn 
Frobenius”*) für die Klasse der rationalen Primzahlen, in denen genau » Prim- 
ideale ersten Grades eines gegebenen Körpers aufgehen, erfüllt. Kronecker 
nannte den Grenzwerth (114.), falls er existirt, die Dichtigkeit der Primzahlen 
jener Art und wies seine Existenz in gewissen Fällen nach; Herr Frobenius 
führte den Nachweis für einen beliebigen Körper und bestimmte die 
Werthe jener Dichtigkeiten. Das Wort Dichtigkeit erhält seine Berechtigung 
eigentlich erst durch die oben gemachte Bemerkung über die Anzahl der 
unterhalb x gelegenen Zahlen der betreffenden Art. 


Zum Abschlusse der Betrachtungen über die Vertheilung der Prim- 
ideale sollen noch aus dem im vorigen Abschnitt bewiesenen Satz 


*) „Ueber die Irreduetibilität von Gleichungen“, Monatsberichte der Königlich 
Preussischen Akademie der Wissenschaften, Berlin, 1850, S. 155—162. 


**) „Ueber Beziehungen zwischen den Primidealen eines algebraischen Körpers 
und den Substitutionen seiner Gruppe“, ebenda, 1596, S. 659— 703. 
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log N 

(67.) 3 8? _ pgr+0() 

N<x N p 


zweierlei Folgerungen gezogen werden. 


Zunächst soll über die Summe np ein Resultat hergeleitet 
Np < x 


.. 1 %Y . . 
werden, welches das Mertenssche*) über &_ - als Specialfall umfasst; 


p<=® 
nach (67.) ist 


© loen @(n 
3 : (R) 





= log 2e+0(1), 


also wegen 
2 =loge+0(), 


y 


9 


n—?2 


logn G (n) 
en 


— 00). 


Also convergirt nach dem auf S. 126 eitirten Convergenzkriterium 


z, logn G(m)—1 


n=2 n log n 
Genauer ergiebt sich für den Rest dieser Reihe, wenn 


logn G (n)— 1 


n 





n 


gesetzt wird, aus 


C,= 5 e,=0(i) 


—I 





E# n = 2. 2 er EZ, C (u: log 7 + 5) I Fre i) 
A Rd 
0 (15): 
also 
z Au Fi 2 +2 (= A) 





*) l. c. (vergl. S. 113, Anm. 2), S. 52, 
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d.h. 
nm. vr ” & m P: Hin A ae m AR mr 
"E u 1 u +0 (nr 
(115.) = log loge+D, + Ba ); 


wo D, eine Constante bezeichnet; der Werth der Constanten D, kann, nach- 
dem ihre Existenz feststeht, durch Betrachtungen gefunden werden, welche 


denen des ersten Abschnittes analog sind. Der Kürze wegen will ich den 
. U... 
Mertensschen Satz für & - bei der Bestimmung von D, anwenden. Es 
pet 
ergiebt sich, wenn man die Gleichung (115.) für zwei beliebige Körper 
%, % mit den Primidealen p, und p, ansetzt und subtrahirt, die Existenz 
des Grenzwerthes 
1 


um ET Mg a w) 


Versteht man also unter #, den gegebenen Körper x und unter %, den 
Körper der rationalen Zahlen, so ist die unendliche Dirichletsche Reihe 


D,—-D,, 





lim ( =& 


2% 
z—=n Np <zr - E x p’ n— 2 ns’ 
(a, gleich der Anzahl der Darstellungen von » als Np, bezw., wenn » eine 
Primzahl ist, gleich dieser Anzahl minus 1) für s=1 convergent. Daher ist 





: 1 Ey. On _ © 6, 
un z. Np „#, er a n =Hi mr un ’ 
116.) -im(z-21 


si Np’ p p 
Nun ist für s>1 


log &,(s) = Ft ar >75 








wo die Constante H, als eine nur vom zuuer z abhängige Zahl 


1 
(117.) H,=52 - Zupts < mt 
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erklärt ist. Nun ist aber in der Umgebung von s= 1 


.()=- Zara) 


* 


u +P(@-V)+P(s-V’+---), 


log£,(s) = log 2 it log(@e+P(s—1)+:-:) 


| 


log, +loga+ 1”), 


also 
3. =log- +loge—H,+|ll 
 Np° °Os—1 = u ni 
und speciell für den natürlichen Rationalitätsbereich, wo @«=1 ist, wie 
bekannt: 
Er 1 


— Or - —_ -11! 
. p» = log.—; H- 1}, 
also 
we ne a tt 
y Ay’ » P e £ Bw 
somit nach (116.) 
\ er u 3 en ae | 
(118.) lim (= 7 2. .- lim (2 Ny: Aa log«@a— H,+H. 
Nach Herrn Mertens”) ist nun 
1 1 
(119.) „2.7 \osloge+C-H+0(,,) 


wo C die Eulersche Constante, H den für rationale Primzahlen der Summe 
(117.) entsprechenden Werth bezeichnet; d. h. es ist her D=C-—H. Für 
D, ergiebt sich also aus (115.), (118.), (119.) der Werth 


D, = lim “ R ni A -log log x) 


w< F2 
= lim (, ER vr u. = + lim ( & < — log log x) 
Ny < p< x i 


= loga— H,+H+C—H 
= loga+C—H,; 


N a ist O0. 
"6, 8. 58 
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das Schlussresultat lautet somit 


1 1 
(120.) nz, N” loglogx +log«e +C—H,+0 Kür 2) 


Es soll noch eine andere Folgerung aus dem Satze (67.) gezogen 
werden: es existirt ihm zufolge eine positive Constante ce, so dass für 
alle e>1 


3 > en = logr+0ec -1<0<1) 
ist. Also ist 
| log Np 
P3 = log (e” 2) +09, c 
Ny<e*‘x Np € (-1<09,<ı) 
= loger +2c+09,c 
und durch Subtraetion 
N 
Bi: = 2c+ 9,c—- Oe>2c—c-ce>). 


«<< N<e”x 
Also muss zwischen x (exel.) und e” x (inel.) mindestens ein Np liegen, da 
sonst die Summe 0 wäre. Das bedeutet, e” = b gesetzt: 

Es existirt für einen gegebenen algebraischen Körper x eine Zahl b, 
so dass für alle x > 1 mindestens ein Primideal existirt, dessen Norm zwischen 
x (excl.) und bx (incl.) liegt. 

Dies verallgemeinert den unter dem Namen des Bertrandschen*) 
Postulates bekannten Satz der Zahlentheorie, der gerade die Veranlassung 
zu Tschebyschefs grundlegender Arbeit gewesen ist: Zwischen x (exel.) und 


22—2 (exel.) liegt für aller >35 mindestens eine Primzahl, d.h. 


zwischen x (exel.) und 2x (inel.) liegt für alle «> 1 mindestens eine Prim- 
zahl. Die Constante b, deren Existenz im Vorangegangenen für jeden 
algebraischen Körper nachgewiesen ist, kann also für den natürlichen 
Körper gleich 2 gewählt werden.”*) 


*) „Memoire sur le nombre des valeurs que peut prendre une fonction quand 
on y permute les lettres qu’elle renferme“, Journal de l’ecole polytechnique, Bd. 18 
(Heft 30), 1845, S. 129. 


**) Wenn lim .n für alle algebraischen Körper existirt, so giebt es für jeden 


—R 
algebraischen Körper nach Annahme jedes b >1 ein £&, so dass für alle x — & mindestens 
ein Primideal vorhanden ist, dessen Norm zwischen z und bz liegt. 








E. Landau, über die zu einem algebraischen Zahlkörper gehörige Zetafunction. 153 


Fünfter Abschnitt. 
Ueber asymptotische Gesetze in der Theorie der Ideale. 

Ich wende mich nunmehr zu Fragen, die sich auf die Vertheilung 
der ganzen Ideale überhaupt beziehen und von den vorangegangenen Unter- 
suchungen über Primideale unabhängig sind. Dabei beschränke ich mich, 
abgesehen von No. 4), auf die Analoga zu klassischen, von Dirichlet und 
Herrn Mertens herrührenden Aufgaben in der Idealtheorie; diese bieten 
zu prineipiellen Bemerkungen Anlass, was die Methode der Lösung, die 
Form der Resultate und namentlich die Abhängigkeit der in denselben auf- 
tretenden Constanten von speciellen Werthen der Z,-Funetion anbelangt. 


1) Bezeichnet y(n) die Anzahl der nach dem Ideal ın incongruenten 
zu ı theilerfremden Klassen ganzer Zahlen des Körpers, so ist bekanntlich *) 


(m) = Nn (1 - ,,) 


wo p alle in n aufgehenden Primideale durchläuft. Durch Anwendung der 
auf S. 117 erklärten Function « (m) lässt sich dies so schreiben: 


’ \ ‚“(m) 
(121.) vn) = Nn2 Nm’ 


wo m alle Theiler von n durchläuft. Für die summatorisehe Function er- 
giebt sich also aus (121.) 


r > a um) us u 
P(a)= 3 ymM) = 3 Nur . rn EEN(mf) N = 523 u(m) NE, 
An <xz Nn<xr m m IT f Nm ın e 
Er (uf) <x Nmf)<xr 


(122.) B(a)= Zum 2 MM. 


Nm = L£ \ f- er z 
.) 


Nın 


Bis hierher stimmt die Behandlung genau mit der Mertensschen Unter- 
suchung für den Körper P(i) überein. Zur Abschätzung der Summe 
5 Nt, die sich jetzt als nothwendig erweist, macht jedoch Herr Mertens “*) 


N<x 

Gebrauch von dem bei quadratischen Körpern bekannten Werthe der 
Funetion F(n) (für P(i) ist F(n) der Ueberschuss der Anzahl der Theiler 
4h-+1 über die Anzahl der Theiler 4A+3 von n), während man auch ohne 


*) Dedekind, 1. c., S. 569. 
**) ]. c. (vergl. S. 117, Anm. 3), S. 321—322.. 
Journal für Mathematik Bd. COXXV, Heft 3. 
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diese Kenntniss und ausserdem mit geringerem Aufwand von Rechnung 
zum Ziele gelangen kann. Für beliebige Körper höheren Grades ist man 
auf diesen Weg angewiesen, da man keine analoge Darstellung der Function 
F(n) besitzt. Aus der Weberschen Relation*) 
r 1 
[x) = „2 l= =F(n) =ar+y,=0x +0(2'r) 
ergiebt sich 


2 Ni= En F(n) = 5 n([n]—[n-1]) 


=1 


x 
== > n(@-+y.— Yn-ı) 
n-— 


=aEn+ 27.(n-(n+1))+7.(c+1) 


n= 


= 0 . © +0(2))+0 & u"-idu+0(a "ia 
GE+0l))+0 / ) 


= 52 + O(2)+ 0 (2°) + 0 (2? *), 


(123.) z Nt=52°+0(2°:) 


N< 


Setze ich (123.) in (122.) ein, so erhalte ich 


Der Fall = 1 des natürlichen Rationalitätsbereiches ist durch Herrn Mertens 
erledigt; es kann also 4 > 2 angenommen werden; alsdann convergirt 





sodass 


IM 
| 
© 





Nm << x ke 3 


= DR 


*, Vergl. S. 81 und 115. 
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B> 
Ferner convergirt 5! a mit dem Reste 
Nu=1 
Ss, ulm) U ” ee % 0 [.J—[r—1] 
An=xr+1 Nm’ as =0 2 Ne ee 0 = n’ g. z n” 


Wegen 


En 
RR He : &.6e) R6)>1)) 


ist also 
& ) u. - ” 
Pa)= ge +0 (2 *?) >22), 
was für den Körper P(i) in die Mertenssche**) Formel übergeht. 
2) Es bezeichne O(m) die Anzahl der Thheiler des Ideals m, so ist 
124) 7@)= z om= z (nl=2, 2.1uJ-1@] 


Nu < x NMu< x Mm<V; 
Denn in 
Nab) = Nm)S x 


ist entweder Na <Yz, was $ F | Male eintritt, da ja für jedes a die 


N Vz 
Anzahl der zulässigen b gleich Ix;) ist; oder es ist Nb< Yx, was ebenso 
oft eintritt; dabei sind aber die Idealpaare a, b doppelt gezählt, für welche 
sowohl Na <Yx als auch Nb<<Yx; also ist noch deren Anzahl [Y x]: [V x] 
zu subtrahiren, wodurch sich genau die rechte Seite von (124.) ergiebt. 
Der Satz (124.) ist für <= P(i) von Herrn Mertens“**) (jedoch nicht auf diesem 
einfachsten Wege) bewiesen worden. 


*) Vergl. S. 119. 

2:06; 8.888 

=) ]. c., 8. 324—325; vergl. auch Herrn Gegenbauers Arbeiten: „Zur Theorie der 
aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen“, Denkschriften der Kaiser- 
lichen Akademie der Wissenschaften in Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse. 
Bd. 50, Abth. 1, 1885, S. 153—184; „Ueber die ganzen complexen Zahlen von der 
Form a-+5i“, Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften zu Wien, 
Abth. 2, Bd. 91, 1895, S. 1047—1058; „Wahrscheinlichkeiten im Gebiet der aus den 
vierten Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen“, ebenda Abth. 2*, Bd. 98, 1889, 


IN,* 
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(124.) liefert 


aan x L 2 ‘ z dk / ( n *)) 
ze) nr An 1 On) in 


1 < 


- l BR. Z BE?» 
125.) =2oez 3 — +E 0.5 - 2+0 (2 3*), 
" Nn<7 vV; N n ER v' / 
u I NnT- Yr Nn k 

Hierin ist 

(126.) s I -Rte)=2loge+ß+0 (2 ®) 

Nn <, r Nn 2 u. ” \ / 
und 
| LE 75, BEE "ea | ee (Ti iu al 
B; — B; In] P ee S|[n| _— | % > 5 kei, ) 
a a - nk 7 u (n+1)  */ 2? ir k) 
Ya du = 
nn 0 / 7: +0 (x ) 
1 U k 
1 
a >= \ 

(127.) „ala 

(126.) und (127.) ergeben, in (125.) eingesetzt: 
1 
1) He) =eelge + uß-e)et+ oe”) 


wo nach 8. 81 gleich dem constanten Gliede in 
= rt R+HA-N4- 

ist. «@ und ? lassen sich auch folgendermassen ausdrücken. Da 
Ee) =. +C+06-D+- 


ist, so ist für hinreichend kleine s— 1 


&() _ a+ßls—1V)+--- 


ce) DR; (a +P(s—-1) +) (1-C(s—-1)+---) 


= a+(P— a0) (s— +, 


S.635—646; „Ueber die aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten primären ganzen 

complexen Zahlen“, ebenda, Bd. 101, 1892, S. 934—1012; „Einige arithmetische Sätze“, 

Monatshefte für Mathematik und Physik, Bd. 1, 1890, S. 39—46. Die dem Satze 

(124.) für «= P(1) entsprechende Gleichung 3 7} au = | 
. n Vx 


n <Tr 


— [Yz), welche 
n 
späteren Autoren zugeschrieben zu werden pflegt, steht schon bei Meissel, 1. c. (vergl. 


S. 115, Anm. 1), S. 306. 
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also in nieht misszuverstehender Schreibweise 


‘. 


e= (1), 
- d £ (s) E . sr \’ 
[6 .) Zen Er SX\ J us y»XxX " % 
(129.) P = al lim 1) = € - (1) (2) (1). 


Das Mertenssche, auf Pi) bezügliche Resultat erhält man aus (128.) 
folgendermassen: « ist gleich dem lim des vierten 'Theiles“) des Quotienten 


z—=% 


der Anzahl der Gitterpunkte a, b in und auf dem Kreise a’ + b’= x durch r., 


also «=. Nach (46.) ist hier 


Ge el 1 l 


m == 1 m m’ 


(= ) fa\ log 5 log 5 los 7 
e | ı ee er u > _- > ERGET 
Er‘ d 2 )' f 


rn ‘ log 3 log » los 7 
(130.) B-2C0=(*%)()= nn. 
in Uebereinstimmung mit dem Mertensschen Resultat.”“”) 


3) w(n) bezeichne die Anzahl der Zerlegungen des Ideals n in 
zwei theilerfremde Factoren. Dann ist w(n) auch die Anzahl der quadratfreien 
Theiler von n; denn jedem quadratfreien T’'heiler entspricht ja die Zerlegung 
von n in zwei theilerfremde Factoren, bei welcher der erste Factor jedes in. 
jenem Theiler vorkommende Primideal zur selben Potenz enthält wie n, 
aber durch kein anderes Primideal theilbar ist, und umgekehrt entspricht 
jeder solchen Zerlegung ein quadratfreier Theiler von n. Es ist also auch 


vn)= zu), 


wo d alle Theiler von n durchläuft. Nun ist 7(z) die Anzahl aller T'heiler 
aller Ideale, deren Norm <r ist. Diese Thheiler ordne ich nach ihrem 


grössten quadratischen Divisor. Es giebt, wenn 
3 vW)= (x) 
An<_r 


. . zT . . # . . ; 
gesetzt wird, 7 (H8) Glieder mit dem grössten quadratischen Divisor F. 


*) Je vier associirte Zahlen a + bi repräsentiren dasselbe Ideal. 
**) Ueber den Werth dieser unendlichen Reihe vergl. S. 176. 
“*) ], c., S. 327 — 328. 
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Also ist, da eben jedes Ideal eindeutig als Product eines Idealquadrates und 
eines quadratfreien Ideals darstellbar ist, 


Daraus folgt durch Umkehrung mittelst der verallgemeinerten Möbiusschen 
Coefficienten 


Pie) = E ufm)r (u) 


An<_Yx 


also bei Anwendung von 


t(xz) = Ar logx +Be+0(e ®) 
wo A, B die in (128.) gefundenen Werthe haben, 





| 1-75 
Zu (m) (A amloga 2A, log Nm+B = +2 *0 ( 2) 
Nu <_ Ye N ı 
= (Arzloge+Bx) 3 En) 2.40 53 nm) Hin 
NXn<yz IM Nm <yz Nm 
(131.) | 
1-; ; 
+2 *0 a ed 
Nm Yx N m u: 


Für Ak > 2 convergiren die drei ins Unendliche ausgedehnten Summen auf 
der rechten Seite, und zwar ist 


19% .. Di 1 2 - du 

(132. = 5 

e ns Vx Nm?’ vu Nm’ + 0 all u” u 5, + 0 (7 ) 
x 

walai e logNm 2, ulm)log Nm g- du 

(133. um) — « Bond logu au 

N FR. 9 N m’ Nu=1 Nm? m 0 F: 


V x 
Fe d 5 “m) , g 0.2) 


s—? ds ve 1 Nm 
Be d log x 6.'(2) log r 
. im ro ) = ER rel 
(152.) und (133.) ergeben, in (131.) eingesetzt, 
(x) == 
(ex loo 4 aß— a? (; 1 0 =: In? . (2 ) log x 
ex logce+(2aß—e’)x) 50) + Gere ey) 


+ 0(= *), 





also, da für k > 2 


ad — a?)&, (2) — 2a’ dr (2) 


°_ zloge + ® a0) 


was für <= P(i) die Mertenssche*) Form annimmt. 


4) Der asymptotische Werth der Summe F 


Nu x 


2 BEN 
pn) 


Methode berechnet werden, die ich**) für die zahlentheoretische 


c+ oz 


p(n) angegeben habe, und die sich auf folgende Identität”””) 


wo ! alle quadratfreien Theiler von » durchläuft. 


Br N 


. 


ya) n - pl) 


ee 
pn). NnT gl) 


wo | die quadratfreien in n aufgehenden Ideale durchläuft. 
analog erkennen, dass es zwei Constanten Z und M giebt, so dass 


(134.) 


i 1 
Ae)= ii x % (n) 


x * 


könnte 
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1 
") 


stützt: 


Allgemein ist 


Man 


70) = Kloge + M4+0(-7)+0(%%°) 
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gr I oo 5 
0 (Vz log x) gegen 0(z 5) vernachlässigt werden kann, 


nach der 


Funetion 


wiirde 


ist, wo für k— 2 das letzte Glied gegen das vorletzte vernachlässigt werden 


kann, und man würde so auch zur Bestimmung der Constanten Z und M 


gelangen. 


Nachdem ihre Existenz feststeht, 


kann man übrigens zu ihrer 


Bestimmung folgenden transcendenteren, aber kürzeren Weg einschlagen. 
Es ist nach (134.) für zwei noch unbekannte ÖOonstanten L, M, k > 2 an- 
genommen T), 


———— 


ya ® 


S. 330. 


Nachrichten der Königlichen Gesellschaft 


der 


Göttingen, mathematisch-physikalische Klasse, 1900, S. 181— 184. 


+) Für 


**) ], oc. S. 182. 


**"), „Ueber die zahlentheoretische Function g(n) und ihre Beziehung zum Gold- 


bachschen Satz“, Wissenschaften zu 


k=1 lautet die Abschätzung etwas anders und führt zu der a.a.(). 
(S. 184) von mir aufgestellten Formel, die sich von der hier entwickelten nur dadurch 


unterscheidet, dass der Rest die Grössenordnung o(-*% Juan 0(- 


ak 





;)= 0(7) hat. 
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N n ” 1 x 
nn e 5 ri v ’C E oO Fin 
p (n) n=1 Ann p(n) “u " (2m) - (n 1)) 


Mi Zn(Llogn+M- Llog(na—1)— M+20(- )@-(a+1))+0( ‚)(e+l) 


n' z2' 


un +o()r0g \+0le") 
n 
a .): 


die Sätze auf S. 77—80 sind also anwendbar und liefern: Z und M sind die 
Coeificienten von (s—1)" und (s—1)' in der Entwickelung der Funetion 


,n 2 
IN > Map) 5, 1 Be... e | 3 j 


Nun ist aber für theilerfremde a, b 
p (ab) N(ab)" = Y(a) Na’. (6b) Nb", 


also 
o(s)=/l B> ( v ) Zi Play + 2 x 
y v=u pP”) p” Fr v . 1 v fyr\s— 
Np (1— N) N(pr) ) 
l 
7 1 ” 1 l N p° 
zz y — 
Np Np \p’ 
10) ($) — Rx 1 LE u, 1 1 l 
L,(s) - o(8) n(1 N) a Np° r si 1 x) 
Np 
ER, 1 l 
er; m\1 N Np' 7 } ui )- 
Dies wird für s=1 gleich 
L 1 _mNv?®’—Np+1_ Np’+1 
(1 Er „rt ye 11 Ny(Np—1) h (Np +1)Np(Np—1) 
. l 
q Ny’—1 Np' a 2), 
» (NP —I) (NP —T)Np en ‚li a x (6) 
pn Np’ 


S(2)C,(3 
F (1) = en ) 
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Ferner ist 


(=) ’ log Np log Np 
Besen a 5 _Nv® __Npi(Np-1) 
ds » EHE, ,: 1 

| Np © Np!(Np—1) 


also für s=1 
log Np log Np 
(&) (1) _ 28) F. Np Np—1 





[,(6) l 1 
5 
Np + Np — ] 
24 [,(2) a (3) B - los Nyp 
2 (6) 7 NpP—Np+1' 
Hierdurch sind die Constanten Z, M bestimmt, da 
L 
M+M(s— 
w(s) ehr ra mr er 
L,(s) RE fi H- P(s—]) 
s—] 
L m 18 
BB, u fain Ei: 
a r en a“ ) u Sl, 
ist, also 
L  &@)UB) 
u (f a mx 
u En C,(6) ’ 
M L EN C.(2)C,0 lor N 
ul) = OO 
a a .L, C(6) 9% Np’—Np-+1’ 
d.h. 
r ( ) ) 
Lo au) 
C.(6) 
[„(2)£,(3) \ oeXp \ 
> = — - y— PP: 
ö (x (6) TIER D+ [/' 
i Er 5u(2) u (3) loeNp ' 
O0 = ne v Fr ) 
a SE Y (n) [.(6) (« log Pr Im N — Np+ 1/ ” % r\ 
= wK) 
Sechster Abschnitt. 
Ueber die Äroneckersche Grenzformel. 
Ich kehre zu der auf S. 81 bewiesenen Formel 
1 
4 1 f =) 
(20.) R(e)= 2 An eloge+ß+0\x 
Nn<_ x 
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zurück und specialisire sie für einen beliebigen quadratischen Körper mit 
der Diseriminante D. Die Constanten « und £ ergeben sich aus”) 


a ei a (; 
G, (8) an - \m m?’ en m’ 2 = m Ir 6 „ 


In der Umgebung vons=1 ist wegen 


ea» Du D\ log m 
ds, \m/ m’ .- = m/ m’ 
„rD\ 1 D\ loc m 
= [ — z(z _— —.. -_—— [, f — .... 
— Auls m’ m < m’ m (8 1)+9:( a 1) r 


ferner ist 


Me. 
a 


5. (8) +C+06-)+-- 


also 


= rRH+AB-D+t-- 
s—1 


- 1 ‚® * -D\ log 
“= = (rn + (C 3 en 2 Rs Pe: ) - ——). ri 3; (6-1) 2 


d. h., wenn die Abkürzungen $, und S, für die beiden auf der rechten Seite 
vorkommenden Summen eingeführt werden: 


D B BEER 
Nm /m 


Le Bin a = /D\ log 
B=C x )>- ZI) 08-8, 
ni mM 


vw \m’/m m 
Daher ist für den Be Körper 


ut 1 ) 
(135.) & x („), loge+(c 2 


Pipe << » N er m m 


3 OF 2 Z (5 = .) r o(2 ), 


m = w==i m 


”) Vergl. S. 99, Gleichung (46.). 
D 
**) Die schon von Herrn Mertens (]. c., S. 294) betrachtete Reihe x € N e  eonver- 


ml 


in O (1) nach dem auf S. 126 citirten Convergenzkriterium; aus dem- 


girt wegen 3( 


1 “ 
selben Grunde convergirt die Dirichletsche Reihe 3() -)- für alles >00 (also für 


m=] 
R(s)>0) und kann daher gliedweise differentiirt werden. 
***) Der Werth dieser bei der Bestimmung der Klassenzahl der binären quadrati- 
schen Formen bezw. der Ideale eines quadratischen Körpers auftretenden unendlichen 
Reihe kann bekanntlich in endlicher Form dargestellt werden; vergl. S. 133 und 137. 





E. Landau, über die zu einem algebraischen Zahlkörper gehörige Zetafunetion. 163 


Diese Gleichung (135.) will ich auch direct, ohne Benutzung Dirichlet- 
scher Reihen herleiten, auf analogem Wege, wie Herr Mertens*) es für den 
speciellen Körper P(i) gethan hat, aber noch mit einer Vereinfachung. Es ist 


Ma = F(n Er Eh - a] 
A \ (n) = 5- mr, ) 


m, Nu 8 u - m Br mk' 
Alle Paare ganzer Zahlen m, k, für welche mk<zx, sind so beschaffen, 
dass entweder m <Yz oder k<Yx oder beides der Fall ist; berücksichtigt 
Yz, 
und bringt schliesslich alle Paare in Abzug, für welehe m <YVxz und 


GR oa . . 
k— Vz, so ergiebt sich 


man erst alle Paare, für welche m < Yx, dann alle Paare, für welche %: 


] 


l D\1 "1 Ye] *& -D\1l Yz1 Y= /Dı1 
= — ö y U y' E Az y' 2 y' ) j 
m< N n R 5) m uni k r Pna k - Fr wat Se $ ! 


Nun ist für ganze oder gebrochene y 


3;= log y+ 0+0(7) 


und 
FAHrEP IOBRLIHELETI 
also 
2. (An (ore -1ogm+C+0())+ 24(8.+0@) 
-6 log c+C +0(--) ) | = (2) 
Ä log x — log m 
ie =), +, 1g(a’ )+S, (5 loge+C+0(= ')) 
+ 0(2)+ 100) 
2° 
Yin > loge — log m 1 REN 
(136.) = 2 ()- „+5 Sloge+0s+0(e ‘) 


”) l. c., S. 326—328. 
**) m durchläuft alle Theiler von n. 
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log m — - log x 


ur / ö Pr PR r . . . . 
Da für Ye<m<oeYyr die Funetion ie bis zum Maximum 


1 . : u r 
— wächst, dann aber mit wachsendem m abnimmt, ist 
eytz 


log x — log m log x — log m N 


c & (2) a RP B> Te, ten +0 (2 °) 


m Mm= m m 


= ,S, logr— 8. +0(2°), 


also 


0 f 7 
2 „.=Sloge+(08.-8,)+0(2 '), 


Mo" 


was mit der zu beweisenden Gleichung (135.) identisch ist. Da wegen 


[x] = Ss,c+0(2°) von vornherein feststeht, dass der Fehler im Resultate 


1 
elogxz+P höchstens die Ordnung x ° hat, genügt es übrigens, mit Be- 
nutzung von 


ICH ee | +0(8 v\ 


aus (136.) so weiterzuschliessen: 


m= =; 


ge & ni. 5 (5) a log2+08, +0(2° ’) 


m=1 m 


— 
N < m 


l 


BA +0(2 ))_ S, +0(2 ’ oge)+! -S, log c+0Ss, +0(8 ds 


= S, lle x + (CS, —S +0(2° log u): 


wo eben nachträglich (21 "log rl durch O 9) ?) ersetzt werden darf, da 


die Form @e log z+P+0O („°?) des Resultates feststeht. 


R l 
Ich nehme nunmehr D <0 an. Wenn man die Summe Na 
An< x 


nicht auf alle Ideale, sondern nur auf alle Ideale einer Idealklasse bezieht, 
so ist diese Summe gleich der Hälfte (nur für D = — 3 gleich dem Sechstel 
und für D= —4 gleich dem Viertel) der Summe 


m 1 
(137. =. —, 
) <a au’+buv-+ ce?’ 
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wo die quadratische Form g=aw-+buev-+cv' ein beliebiger Repräsentant 
der wohlbestimmten der Idealklasse entsprechenden Klasse definiter positiver 
quadratischer Formen der Diseriminante D ist”). Das Zeichen I’ bedeutet, 
dass das Werthepaar «= 0, v= (0) auszuschliessen ist; «, oe haben alle 
übrigen ganzzahligen Werthepaare im Innern und auf dem Rande der Ellipse 


. ) 2 1 yx 
awW+buc+cv’ =r zu durchlaufen. Die Summe N Yon zerfällt also, 
Nu . r ° 


wenn A die Klassenzahl ist, in A Partialsummen vom Typus (137.). Man 
xann, auch ohne in ein näheres Studi erselben einzutreten, von vorn- 
kann, auch ohne in ein näheres Studium derselben einzutret 
herein einsehen, dass jede dieser T'heilsummen (137.) die Form 
(N 
Alogze+B+0\xz °) 
hat, auch für beliebige (nicht nothwendig ganzzahlige) reelle a, b. e, falls 
’—-4ac<( und a > ist. 
Es bezeichne nämlich f(») die Anzahl der Lösungen von 


n—-1l1< aw®+buc+cv" <n (u 


‚ v ganz 
dann ist in 


l | x 1 
an = x’ " — x y 
3 q Ri au’+buv-+ cv? > Pe 
a i | ] . 
die innere Summe, welche aus f(n) zwischen a % und n gelegenen Gliedern 
n n (nm . 
besteht, zwischen = ; und > gelegen, also von der Form 
f (n) 
n— U, 
Also 
l 2 7 
\ x FRE x If 
(138.) Ri „au’+buv-+ cr un—y,' 


Nun ist aber 
H(@)= & [(n) 
a1 


gleich der um 1 verminderten Anzahl der Gitterpunkte im Innern und auf 


*) Vergl. Dedekind, S. 639; die Bezeichnungsweise der quadratischen Formen 
ist in Kroneckerschem Sinne geändert; D= — 4A bedeutet b’ — 4ac. 

**) Für ganzzahlige a, b, c ist also f(n) die Anzahl der Darstellungen der ganzen 
Zahl n durch die Form qg = au’+buv-+cv’; x kann ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit beim Beweise jedenfalls ganz angenommen werden, 
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dem Rande der Ellipse au’ +buo+cv’= x, also mit dem Fehler 0 (Vx) gleich 


x mal dem Inhalte A = “7. der Ellipse: 

















y4 
H(z) = & f(n) = Ac+y, Y.= O0 (e)). 
n=]1 
Folglich ergiebt sich aus (138.) 
i ' _ 5 HmW)—H(n—1) 
r- ,„au’-+-buv+ cv’ ”. n— #4, 
£ A m 1 1 Yx 
u: 1... zn Eier u on - AUEE 
kn an : 2 Priv n+1—% "eh ni a FA 
Hierin ist 
kuc iuügkegeerm high 
0 pen mn, )(n+1— I) n?/? 
also convergirt 
.. 1 l es BR. 
Va 2.2 2. ae 2 
on na a+1—9 5) 20 ) 
FA 
und hat vom x-ten Gliede an einen Rest O \x ;). 
1 z ER -7 
x an a) 2 . 2 } 
„. au’ +buov +cv’ Az rn tr ey pr we ) 
1 
nz 5 fx 1 Ru 
MP u Arne nn: Zn 7 j | l x 
=4 2- „+4 2 ee zr\ —,, Wade bi Ic: ) 
Hierin ist 
x 1 1 
3, =lege+C+0(,) 
und 
nd Fi > N 
= n(n— 9) ın(n—9,) r 0( ) 
also. wenn 
I “© 1 
39.) Y og a ul Se 22 
(18 ACH Az n(n— %,) rz In ke n+ 5 5 = 


gesetzt wird, 


(140.) R  ERRONERTE. 


92 au +buo+cov’ 


= Alogze +B+ o(z °), 
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analog wie bei den Betrachtungen des ersten Abschnittes, wo der Einfach- 
heit wegen nur ganzzahlige Nenner betrachtet wurden. 
Ferner ist für s>1*) die unendliche Doppelsumme 


1 = . 1 = 1 N E . | A \ 
z' mE ET S-AZ-H+El > u 


„ve (au? +buc-+cv 2), n=1ln-1<g<n 7 aM ron f mM 
Für s=1 geht das zweite Glied der rechten Seite in die convergente Reihe 


ss PRTRRERE. Se ZICHEN NR arm ze AN 


u u 





J j 
n=] n-1<g<n q n n—=1l n—Yd, n / n—%, n 
nn ” A BE are )=. In ® air l -) 
nn N Nn-— = n (n y- Fn yt - Y2 n— r m 1 un F nt 1 
— B-AU 


über, wo B den in (139.) definirten Werth besitzt; daher ist 


y =42.+B-AC+|l! 
„e (au’+buv +cv?) n: 


\ 
er 


— +C+{1})+B-4C+|1] 


(141.) > AIRES. _- Ar B+Nl, 
„» (au’+buv + cv) .—; 
wo A und B dieselben Constanten bezeichnen wie in (140.) Auf die Ent- 
wickelung des Restgliedes in (141.) nach ganzen positiven Potenzen von 
s—1 kommt es für das Folgende nicht an. 
Jeder "Theil der in den Gleichungen (140.), (141.) zusammen be- 
wiesenen Behauptungen findet sich in der Litteratur vor, und zwar: 
1. Die Existenz der Gleichung (141.) in der ersten Annäherung 
BESTER TTN u 
we (au +buotce)" s—1l s—1’ 
d. h. 
(142.) lim (—1) &' 2 


s—1 we (au’+bur-+ cv”) 


ist nebst Berechnung der Constanten A schon in den Dirichletschen **) Unter- 
suchungen über die Bestimmung der Klassenzahl der quadratischen Formen 
enthalten; diese Bestimmung gelang Dirichlet auf Grund der Thatsache, 


*) Ich brauche für die Zwecke des Folgenden nur reelle s zu betrachten. 

**) „Recherches sur diverses applications de l’analyse infinitesimale & la theorie 
des nombres“, Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 19, 1839, S. 359; 
Werke, Bd. 1, S. 450. 
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dass der limes (142.) nur von der Disceriminante der quadratischen Form 
.) 
u. 2. . wat . 
abhängt, nämlich = —- ist. 
YA 
2. Der Nachweis der Existenz von 


| | 
lim (' - _ a )= B 
s=ı ‘ur (au’+buo+cv?” s—1 


ist zuerst von Herrn Weber”) geführt worden. 

3. Der Werth der Constanten B ist von Kronecker**) in geschlossener 
Form durch Thetafunetionen einer Variabeln ausgedrückt worden, wobei die 
Variable den Werth O0 erhält und der Parameter algebraisch von a, b, ce ab- 
hängt. Andere Beweise dieser sogenannten Kroneckerschen Grenzformel 


. 1 2n 1 
Bu x « A A Er zum 

5 lim (2 (au’--buv-+-cv”) 71) 
15) or at Fan Fi (9 (0|8)9,(0|8))*”), 
YA yA A 3ya 3/4 | 

Wo 
—b+iyd b+iyd 
Ad = np ’ D da : 


rühren von den Herren Weber), Lerchff) und Franelfff) her; die in diesem 
Abschnitt bisher angestellten Betrachtungen dienen zur Vorbereitung auf 
eine vereinfachte Beweisanordnung. 


*) „Beweis des Satzes, dass jede eigentlich primitive quadratische Form unendlich 
viele Primzahlen darzustellen fähig ist“, Mathematische Annalen, Bd. 20, 1882, S. 321 #f. 
**) „Zur Theorie der elliptischen Functionen“, Sitzungsberichte der Königlich 
Preussischen Akademie der Wissenschaften, Berlin, 1885, S. 775; 1889, S. 135. Eine 
ausführliche Darstellung der Kroneckerschen Untersuchungen findet sich in der auf 
S. 151, Anm. 1 eitirten Arbeit des Herrn de Seguier. 
=) Ich wähle die von Weierstrass angewandte Bezeichnungsweise der Theta- 
funetionen; vergl. Schwarz, „Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen Func- 
tionen“, 2. Aufl., Berlin, 1893, S. 41—42. 
7) „Zur complexen Multiplication elliptischer Functionen“, Mathematische Annalen, 
Bd. 33, 1559, S. 392—395; „Elliptische Functionen und algebraische Zahlen“, Braun- 
schweig, 1891, 8. 456—462. 
17T) Vergl. die zweite der in Anm. 3 zu 8.68 eitirten Arbeiten und „Sur un 
theoreme de Kronecker“, Bulletin de la societe royale des sciences de Boheme, 2. Kl., 
1893, No. 9, S. 1—17. 
T7T) „Sur une formule fondamentale de Äronecker“, Mathematische Annalen, 
Bd. 48, 1897, S. 595—602. 
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4. Die Formel (140.), d.h. der Nachweis der Existenz zweier CGon- 
stanten A, B, für welche (140.) gilt, findet sich bei Herrn Mertens‘), der 
auch die Uonstanten A und B bestimmt hat und genau die von Dirichlet 

\ : Zrı 
bezw. Kronecker in (141.) ermittelten Werthe A= "_-, B gleich dem Ausdruck 


yA 
(143.) gefunden hat. 


5. Ein direeter, von der näheren Bestimmung von A und B unab- 
hängiger Nachweis, dass in (140.) und (141.) die Constanten A, B_die- 
selbe Bedeutung haben, findet sich bei Herrn Franel.””) 

Nach dem Vorangehenden hängt also der Nachweis der Kronecker- 
schen Grenzformel für reelle, nicht nothwendig ganzzahlige a, b, ce (wo 
b’—-4ac<0, a>0) allein von der Berechnung der Constanten A, B in 
(140.) ab, d. h. von der asymptotischen Abschätzung der Summe 

Mr l 


2 | Pre „ad 
- au’ +buv +cı 


. 
Zur Berechnung einer solehen Doppelsumme ist zunächst nach der einen 
Variablen zwischen Grenzen zu summiren, die von der anderen Variablen ab- 
hängen; dann ist nach der anderen Variablen zwischen eonstanten Grenzen zu 
summiren. Die Schwierigkeit liegt in der Abschätzung der von der anderen 
Variablen abhängigen inneren Summe; in der Methode dieser Abschätzung” 
liegt der Unterschied des nachfolgenden Beweises von dem Mertensschen, 
mit dem er im Anfang übereinstimmt. 


Wegen 
nn l FRE; b \ A, / : .. 
ag=au rabuvracv =\au+,v) rt D=4 ) 
eg . avyazı,:_,f ax 
durchläuft vo alle ganzzahligen Werthe von — [2 | z bis + [2 | = I. u alle 
zwischen 
— bv— y4ar— Jv’ — br + y4ar— 40’ 
u = Fe - und a, = e 5 
2a 2a 


mit Einschluss der Grenzen gelegenen ganzzahligen Werthe; nur das Werthe- 


*) „Ueber einen asymptotischen Ausdruck“, Sitzungsberichte der Kaiserlichen 
Akademie der Wissenschaften zu Wien, Abth. 2*, Bd. 106, 1897, S. 411—421. 
‘"*) „Sur la theorie des series“, Mathematische Annalen. Bd. 52, 1899, S. 533—536. 
***) Vergl. S. 171 ff. 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 3. 22 


— 












170_E. Landau, über die zu einem algebraischen Zahlkörper gehörige Zetafunction. 


paar v= 0, o=0 ist auszuschliessen. Also ist, wenn man zuerst ® = 0 
nimmt, dann #» >0O und »<d: 


E = 
v: .y°: 
nr ui En 7 u en Ren au’ ui wu, au’ + buv + cv’ 
ei ” ' . 
+ ya = au? + buv +-cv? ’ 
v-—?2) n 


die beiden letzten Summen stimmen überein, da die Form g sich bei der 


. ae —1 0 e m ’ : . \ . 
Substitution ( . ° nicht ändert und hierbei zugleich , in — »,, ©, in — u, 
übergeht. Also ist wegen 
v1 u. 7c° | 1) 
Zu =2 ar e: en +0(, 
| 1 2 /n” 1 | 
y’ BR Zn 4 x ei er 
(144.) u . au” + buv-+ cv’ a 6 +0(7,))+2 Ben Zau+ buv-+cv 
Nun ist für o > 0 
- 8 Ug 1 
f r y 
(148.) ., au? + buv-+ cv? 
& 5 1 Men | R 1 


„au +buo+cvV? „—zau + buv-+ cv? fit Er au’ +buv +ce?' 
Hierin ist, falls 


a= Hi 4 P= b+iyA 
2a 2a 


u= 


gesetzt wird, 


er ce er) 


u. au + buv-+ cv eye av—u Peru 


(1 - 1 
er tar + gt Ant +) 


| 


+ 1 i n — 2iav ® 2i8v 
u” yA r r2 = ia) en Pr " = ip ) 


1 2 2 
v va e-?’riav__] + e-?niäe_] rn ? 


*) Bei dieser Schreibweise hat der Summationsbuchstabe alle zwischen den (nicht 
nothiwendig ganzzahligen) Summationsgrenzen gelegenen ganzen Zahlen zu durchlaufen. 
Wenn nichts anderes bemerkt wird, sind die Summationsgrenzen, falls eventuell ganz, 
in das Intervall einzubeziehen. 
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, L 1 > 7C > 7c e’nia 2) e? nide 
1) Same”, Va oya ent; mis) 


Wenn nun eine Function f(w) für « = m mit wachsendem u abnimmt, 


% 
derart, dass f f(u)du einen Sinn hat, so ist bekanntlich für ganzzahlige 


m 


(nieht nothwendig positive) m, wie die geometrische Anschauung lehrt und 
wie analytisch leicht bewiesen werden kann, 


3 ff" fl) du +3 fm) zen 


nm 


In der Summe 
x ’ 


uU=Us excl. au’—+ buv -r cv’ 


nimmt der Summand thatsächlich mit wachsendem x ab. da für u — , 


-) 
© 2 
pP (au --buv+ cv) = 2au + bv > 2awm, + be 


= — bv + VAaz — Av’ + bo = Y4az — dv’ > 0*) 
ist; also ist die Summe 
” 1 2 du | + 
era +bur +ce? / au’ +buo+cv? alu) +1)’+b([u,]+1)o + co” 
r [u)+1 g.. 


also wegen [%] + 1>«, und 


[lu] +1 du $ 
- , = x = ( } 1) 
F au’ +buo+cv au:+bu,n-+ cv? 
% x c 
‚un A ] du Ä 3,—% 
a a a N 
u=uexc. AU + buv--cv de au’ + buv+.cv’ au, + bu,v + cv‘ 


Nun ist 


s b b 
ii d (au +3 o) au+,v 
/ nn m = = are te “+ const.. 
/ au’+buv-+cov’ Se 7 Ä 
. (au +30) +7 zvrd 0 YA 


*) u, und =, sind eben die Nullstellen der quadratischen Function 


au’ +buv-+cv’—r, 


welche daher für u, <u mit wachsendem u wächst und für v<Tu, mit abnehmendem 
u wächst. 


22” 
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5 du 2 In tar 2 . (vı/AN\) 
/ mg = —- E — are tg / _— 1)= — are sin ( V ) 
au +buv+cvV! pyAa‘2 Av eyA 2 Tax 


Daraus folgt, da in (147.) der letzte Nenner gleich x ist, 


“ 1 2 . (va/A\, © u 
148.) P seen: Tora prpunr pe Team A \ - Ihe REN 
= mexel. Au" +buv + cv? vyA ztazx T 


Ebenso ist, da für 


_ — bv — yY4ar— Av’ 


u = 
m au’ +buc+cv)=2au+bv < 2au+bv = - VY4arz — Av’ 0“) 

ist. 
(149.) >, — — : are sin E Yf)+ u 1<9,<1). 
\ usa au’ +buv + cv? eyd 2 Tax x 


Setzt man (146.), (148.) und (149.) in (145.) ein, so ergiebt sich 


un ] Ir Ir e:riar + emise \ 
vu, au’ +buv-+-.cv’ vıYd vyA 1 — e’riav 1 — e?’ri?r/ 


(150.) 


4 . fvı/A\, 20, 4 
— —— are sin (5 —)+ — -1Z0=<N. 
v) A - az z 





orz i arazr ’ Ein 
Dies ist nach (144.)vonoe=1 bis v = [2] | zu summiren. Es ist 


A 
RE a zs 
- , log(2] 3, C+0 Vz) 
12 r | 
(151.) — 5 log +log (2) a)+6+0 7), 


*) Der Quadratwurzel ist der positive Werth beizulegen, und es ist der zwischen 


7c ; 3 
O und — gelegene Werth des arcsin zu wählen. 


**) Vergl. Anm. 1 auf S. 171. 
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ferner 
„y«ex .n un 
a1 enia 1 em = SE, 
P ze 5 - 0 4 
= N ] — e’ "av wi Ü l — e’nia ’ M „ya tl rı d 4 
er l— e | 
-y4 
0 Re ER ui | e 
ie a) | B; TERN + () P: e 
ve—]1 2) m==1 dpi ı } I 
=:17 TERM 
SL L em rsiar I. ] 
m + Oo — 
m] gi t y‘: vA ’ 
a 
> .. ® l 
also, da der Rest sogar noch stärker 0 wird als 
Ä \x 
hd u imnıa [ | \ 
= — Flog(l1-e )+ 0 } 
wel } Hi f: 
4. | | 
2mrsa 
= - log I (1-e""*)+0(——) 
m==i A z 
(152.) — og9n „ie 1 lo& v2 (Ole)+ 0( ) 
or Ba Tre in el " EE Mae, aaa u a Bd er 7 
Ebenso ist 
: I 7 l e* niße l | > scıd l | Y / | ) f l 
a fi = 1 108 2n + _ 1 108 9,(0]8) + 0 
153.) Kup‘ v ] — e’ id ) oO 7 12 > oO if, \ | 2 / 


Was endlich den Ausdruck 


ax 


Br j Bw 
>” — art sın ( / .) 
ze Ü 2 az 


betrifft, so ergiebt sich sein Grenzwerth für = % aus der Definition des 


1 
bestimmten Integrals; da die Form A log + B+ o(z ?) des Schlussresultates 
von vornherein feststeht, ist die Differenz des Ausdrucks von jenem Grenz- 


En 


werth gleich 0(z ?), Es ist für 
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also 
1 
nn = —— 
„y@: 
2/7 
und 
arc sin ? 
f.)= —— 
N 
1; ra 1 j & ea 1; ) YG 1 . u /4 
y - AlC Ss ‚ee — - a‘ ner ’Q <a 
im 2 „aresin(, RZ lim a5 1/4 arc sin Fr 5 } _. 
” I Yyz 2! a 
. 77 1 1 i dn 
=lim 2 (nu-n)fln)= / fmdn= / aresinn , 
z=x = ye 4‘ 
0 0) 
ke 
(154.) Bi... 14 


) 


_ 


Summirt man also die rechte Seite von (150.) unter Benutzung von 


(151.), (152.), (153.), (154.) und substituirt das Resultat in (144.), so ergiebt 
sich die Mertenssche Relation 





v l RR 27T a Art I a SI 
(155 ) 2, au’ +buv-+ co? vn y A log m YA Ya log A + 3/4 log an 
(199. 
| 45 ; 
- aVa log (9, (0«) 9, (0|8)) +0 (u) 


und damit die Kroneckersche Grenzformel. 
Analog lässt sich der Fall einer quadratischen Form g = aw+buo-+ cv’ 
mit complexen Üoeffieienten behandeln. Ich will nur bemerken, dass die Auf- 


1 
gabe der Abschätzung von =7 erst dann eine bestimmte ist, wenn ein 


Summationsbereich angenommen wird, und dass z. B. folgende Annahmen 
sich als rathsam heraussteilen: Der reelle Theil der quadratischen Form 
ist definit positiv, d. h. 

(RI —4Ra- Re <O, Na 0, 
und der Summationsbereich ist das Innere der Ellipse 

Ka HNb-uo+Nev =x. 
Die nähere Darlegung würde zu weit vom Gegenstande dieser Arbeit ab- 
seits führen. 

Ich bleibe vielmehr bei dem Falle der reellen definiten positiven. 

Form und nehme jetzt wieder ganzzahlige Coefficienten an. Summirt man 
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die Gleichung (155.) über alle A Formen eines Repräsentantensystems der 
h Klassen, so ergiebt sich 





1 
. yr 
a .< „au’+buov-+ cv’ 
" 2 4 rı Zn St \ 
156. —- h—logr+h C— log 44 o 2) 
( 96.) ya gcCH+ 77 v4 g 4 ” ‚og T 
2rı Art 1 
+ — E loga— 3 lor(9 (Oo) 9! (0A) +0 ), 
y4A (a,b, ce) o 3 4A (a, b,e) BDNTENT| ı\ KA,’ \ye 
Die linke Seite ist aber”) für Fundamentaldiseriminanten D< —4 gleich 
dem Doppelten der Summe (135.): 
zZ E ig =t 2 y 
tz au +bun-+er u 
 („); ( Ms ”- D\ loen _\ ##) 
Fa ‘ u 2 5 . & (Ü y EN y ( 5 & r > } 
. = ( 3 n log ih 2 = =) n Inu ) BB: .- L 0 (a e 


Durch Vergleichung der Coeffiecienten von logx in dieser Gleichung und 
(156.) ergiebt sich Dirichlets Relation 


ce hrı 
y = ’ 
= (=) n YA 


Durch Gleichsetzen der constanten Glieder in jenen beiden Ausdrücken 


zn “ /D\logn . 
ergiebt sich für 3 (-) EU geschlossener Ausdruck: 


nl 
wm = 0 Ch: l 44 / 
(157.) 2 ) un 1 JRENBED. Li + og 4 — = ]og2n 
an’ m Va ya 3yA 
rn . >” loo 9 (Ola) 9 (019): 
Y4 (a, b,c) ” >3y4A (a,b, c) ” ı( | EN \ ) 


diese Gleichung findet sich schon bei Kronecker””), ist aber dort durch 


i u *» D en i .. h 
Differentiation von 5 (—) = nach der Variablen s mit Hilfe der Grenz- 


n—1 


formel hergeleitet. 


*) Vergl. S. 164—165. 
**) Ich nehme im Folgenden D von —3 und — 4 verschieden an: für diese 

zwei Ausnahmewerthe tritt noch der Factor 3 bezw. 2 hinzu. 
“=, ], c., 1889, S. 210. Es kann verificirt werden, dass die rechte Seite that- 
sächlich von der Wahl des Repräsentantensystems (a,,b..c,), ..., (a,,b,,c,) unab- 
hängig ist, also, wie es sein muss, nur von der Diseriminante abhängt. 
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In dem Falle D= —4, d.h. für die bei der Untersuchung des 
Körpers P(i) auftretende Reihe 


an 
nm] 


4 ee; log n log 3 ri loge5d log? 4") 
n Ve Bi 5 7 


kann der geschlossene Ausdruck auch ohne Benutzung der Kroneckerschen 
(srenzformel oder der äquivalenten Mertensschen Formel hergeleitet werden; 
denn die sogenannte Kummersche””) Reihe 


» bon . . 1 
5 sin 2nıa@ = log /'(z)+5 log 
nd zZ 


sin zr 1 
—— (2- ) (C+log 27) 0<r<1) 


7T 


| 1 ”- —4\ logn 
a y = 
Arte kt. 7 4 gesetzt, nt ( n ) n 


=] 


nf} Pr 
durch 7 ( 5) aus”**), und schon LegendreYT) 


) 1 . .. . . . .. 
hat bemerkt, dass / (7) mit dem vollständigen elliptischen Integral für 


den Modul | ; zusammenhängt. Dieses Integral kann hier die Thetafunctionen 
K'i 
K 
lich bei der Wahl des Repräsentanten g= wW+ev’, ww @a=fß=i wird, als 
Modul auftritt. Es ist hier 


1 Rn; } h 
ersetzen, indem aus k = y! folgt: A =V;5,K=äK,ı= — i, was wirk- 


2 K’ = Yn 9; (O|i). 

Bergerif) und später unabhängig Herr Lerchtff) haben endeckt, 
dass sich die linke Seite von (157.) für jede (negative Fundamental-)Dis- 
eriminante D durch die Logarithmen einer endlichen Anzahl von Gamma- 
funetionen mit rationalem Argument und die Uonstanten C, n, log 2n, sowie 


4 rational ausdrücken lässt. Beide Autoren benutzen zum Beweise dieser 


*) Vergl. S. 157. 


**) „Beitrag zur Theorie der Function I’(z) = fr e-”v”-! do“, Journal für die 
0 
reine und angewandte Mathematik, Bd. 55, 1847, S. 4. 
***) Vergl. Malmsten, „De integralibus quibusdam definitis, seriebusque infinitis“, 
ebenda, Bd. 38, 1849, S. 20. 
T) „Exereices de calcul integral“, Paris, 1811, Theil 2, Art. 13—19, S. 238 — 239. 
7T) „Sur une sommation de quelques series“, Nova acta regiae societatis scientiarum 
Upsaliensis, Ser. 3, Bd. 12, 1883, S. 30. 
TrTT) „Sur quelques formules relatives au nombre des classes“, Bulletin des 
sciences mathematiques, Ser. 2., Bd. 21, 1897, S. 302 — 303. 
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Thatsache die Kummersche Reihe. Herr de Seguier*) hat später auf diesem 
Wege die Darstellung durch Gammafunctionen wiedergefunden, wenn auch 
sein Resultat nieht ganz richtig ist”). Im Folgenden gebe ich einen 
anderen Beweis, um durch ihn die im dritten Abschnitt enthaltene Ein- 
führung divergenter Dirichletscher Reihen zu illustriren. 

Differentiirt man die Gleichung (97.) logarithmisch nach s, so erhält man 
(für negative Fundamentaldiseriminanten D und hinreichend kleine positive s) 


” ‘D \ log n bi ın 
u h n ! _— ‚en 7 
is 30), ne + log 7-38 + ie 
\n/m 
Br j . Us . \ zn YA = /D\ loen 
Für s=0 geht (falls D<<—4) die rechte Seite in C+ log RE | 
U n—1 [) n 


über, der Nenner der linken Seite, wie auf S. 133 bemerkt, inh. Wenn 


— 


D rJ s.. . D . ” D . 
also die aus dem Zähler entspringende divergente Reihe x ( ) logn im 
n 
Sinne des Satzes auf 5. 128—129 summirt werden kann, so ergiebt sich 
5 \logn D 
aus (158.) der Werth von $ E(2) . Setzt man a, = (—) logn, so er- 
[) 


2 n 


hält man (ähnlich wie auf S. 134 ff. für positive D): 


[A 
Y u. 4 D . u D . ‘D 
S, — < 1/ en vr log m = . (5) log m | nn (5) log m. 
17]: 
59. er . /D 
(159.) B x S_ = - 5 (P) log m—+ 2 (- )log Mm. 


n—] n= num In J 
L „A 


Hier ist die zweite Doppelsumme 


x 
= Zc,log"m, 
ml 





wo 
Or ]s-m+4) 
Im+4 (= I] B (m +4)+ 4) 
— JS] I—m+ 4) =(C,, 
*) or: certaines sommes arithmetiques“; Journal de mathematiques pures et 
appliquees, Ser. 5, Bd. 5, 1899, S. 55 und 77 


l 1 
**) Auf S. 75, Z.5. fehlt links der Factor — u. s. w. 
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Zu= - 2(2 ‚)m+4 £(?)=- 3 (?)m- 41), 


C,= 20,=[7] mie c„=|,]4R+0(1) = hr+0(), 
ri ja 


> c„logm= & (0,-C,..) logm- z C,(logm-log (m+1))+C,log x 


m] m=1 


— £ hmlog ir +,)+0 Zlog(14 ")+hrloge+0(loge) 
a} 1 1 
-— Ihm („+0(}.))+0(ogz)+hrlog=+0 (log) 
(160.) = hr loge—hz+O (loge). 
Die innere Summe des ersten Gliedes auf der rechten Seite von (159.) 


ıst, wenn für den Augenblick [1] — 1=y gesetzt wird, 


} 
5 A 


y 
. z 3 log m = P; (%) 2 log (4-+v4) 


wa A] 


= 2(7) (ylogy+yllog4 -1)+( + “log ry+log 4+log V2n 

- log (4) + 111)” 
er (di Sdmer (a4 N 
=—hlogy—- 2 3(3 -)log r(3 )+! f 


wo |l} eine TE von y bezeichnet, die für y=x, also fürna=x un- 
endlich klein wird. Also ist $S, = 0 (log x); wegen 


x 


| En l 
ti Br IT| 


IM 


_ 


N_ 


ergiebt sich ferner 


X BD n 
2 2 = ( ‚log m =-h2 > log (7 I- 1)— a 2@ )log!' (= -)+ je! 


= h Z(loga—10g4+0(}))- a 2 (Z)logr (A) + le} 
(161)  =-heloge+he (1+l0g1)—a > >) 1087 (#) + !e!. 


D 
*, Für D>O war FW c„=0 (vergl. S. 155). 


m=l 


**) Vergl. S. 136, 2, 2—3. 
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Aus (159.), (1602), ( (ABl) folgt schliesslich 


S,„=hzlog4d — =3() )logr (* )+| re! 


na 


lim „ & 8,- hlog4— 3 (P)1og1'(*). 


ie») 
Die divergente Reihe $ (=) logr hat also diesen limes zur „Summe“ 


= 


und ( up, ergiebt 
- (hlog 4 — Z  (?)log ef’ (# =)) = Ü- Hlog - n n Er Pe n 


» /D\logn hrs (C+ log 2rr) 7C 
winTLTE_ une 5 
(162) 3(2)% n - PIOHRRN 


den Berger-Lerchschen Satz. 
Die Gleichsetzung der rechten Seite von (162.) mit der rechten Seite 
der Kroneckerschen Gleichung (157.) führt zu der Identität 
4/D se Ba i 
(163)  &(,)logl’()=hlog4- „log 2a— & loga 


(a,b, c) 


1 
| WW 


P} 1089; ‚(O|e) I (01P)), 
eb, 


welche sich schon bei Herrn Lerch”) findet; 163) stellt eine Relation zwischen 
; BR = > (A) 

den 4—1 Zahlen / (7) (0<A<Z4A) dar, welche gestattet, die Anzahl z "in 
der im Legendre-Sternschen Sinne”) unabhängigen unter ihnen zu ver- 
kleinern. Uebrigens leistet die für positive Fundamentaldiseriminanten gültige 
Identität 

164 2 8 (7 )logr (")=hloge*”) 

(164.) = (,JlogT\,)=hloge 
nicht dasselbe; denn wegen 


(2: - GM: 


*) ]: c., S. 303. 
**) Vergl. Stern, „Beweis eines Satzes von Legendre“, Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, Bd. 67, 1867, S. 114—129. 
T+UyD urtal . u; 
. 4.—- Ba ‚ wo T, U die Fundamentallösung der Pellschen Gleichung 


-_— 


"—Du’—=4 ist. 
7) Dies gilt bekanntlich für alle positiven D, welche = U (mod. 4) oder = |] 
(mod. 4) sind. 


23” 
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10g 1 ()+ log 7 (?5*) = log (r(5) r(1- %)) 


D) & ontalea x 
setzt sich (164.) aus ‚as Specialfällen der Fundamentalrelation 


I'(a) I’(1-a) = 


sin arı 


s s ö g(D 
zusammen, sodass (164.) nicht die Sternsche Anzahl D) der „un- 


i iR ER . 
abhängigen,, Zahlen 7 (>) (<4<ZD) verkleinert. 


se = .. ® - u m D loo n * u 
Für D>>0 hängt die Berechnung der Summe 3 (—) °—, wie ein 
4 n ; 


nl 


Versuch der Uebertragung des für D<-O gültigen Gedankenganges er- 


giebt, ausschliesslich von der Kenntniss der Function 
er 


|. . ”- log n | 
(165.) F(a)= P> 2 c08 (2naz)') = N ze " (t= ee") 


ab, indem (für Fundamentaldiseriminanten““) D> 1) nach der Gaussschen 
Summenformel 


’‚D2(" 2 208 n x >28 )oi" „10g rn En >) 


n=1 a==1 


ist, also 


el n 


1, Ps 08 
> er Kaya R > 2,10 n (0*)" 


} D ;=ı n 
1 ?-1,D\ ° log Inn} 
= — E(-) 3 rc 
yvDZaAxyı Sn D 
= Bee: 
Die analoge Summe 53 „ sin (Zune), die bei der Berger-Lerch- 
n=1l q 


de Seguierschen Untersuchung für D<-0 vorkommt, hängt nach Kummer mit 


“) Die Reihe convergirt für alle reellen, nicht ganzen x. 
a a = D\ loen 
“*) Die Summation der Reihe > ( ) nn 
n=1 n 
negative Discriminanten, welche keine Fundamentaldiscriminanten sind, lässt sich (vergl. 


de Sequier, 1. c., S. 17) leicht auf den Fall der Fundamentaldiscriminante zurückführen. 


für nichtquadratische positive und 
n 
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der Z-Funetion aufs engste zusammen. Aber über die Funetion F(x) ist mir 
nichts bekannt ausser einigen Untersuchungen, die Herr Lerch*) ohne Be- 
ziehung zu diesen Fragen über das Verhalten für kleine x angestellt hat. 
Ich will zeigen, dass sie mit der Gammafunction eine Eigenschaft gemeinsam 
hat, welche Legendre””) für diese vermuthete und die ich”*) für dieselbe 
bewiesen habe: 

Nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grösse Ö lässt sich 
eine endliche Anzahl von Intervallen angeben, deren Gesammtlänge 0 ist, 
derart, dass der Werth der Reihe F(x) für jedes reelle nicht ganze Argument 
(oder, was wegen der Periodicität von F (x) dasselbe ist, für jedes zwischen 
0 und 1 gelegene Argument) mittelst einer endlichen Anzahl elementarer 
Operationen durch die Werthe ausdrückbar ist, welche F(x) für eine endliche 
Anzahl passend gewählter Argumente annimmt, welche diesen Intervallen 


angehören. 
In der That ist für O0 <22<<1 nach (165.) 


r 1\ 4 log n ' n loe n 
F(<+5) — >} - cos (2nne+tnn)= 3 . (— 1)" cos(2nn.«) 
- 3 —_— 
”- logn i 9 “ log n . 

= 2 cos (2nrız)+ 2 2 cos(2nar) 
sei n n= 2,4,6... n E 

”- log n | 4 = log (2m) ' 

=— 5 008 (2 nnz)+2 23 2 ’ cos (4m 1%) 

ni n m=1 zZ m 

s © cos4mrex = log m 
= — F(z)+log2 3 . + 5 cos (4mnz 
m=]1 m=1 m 4 


— F(x)-1log 2 log (2sin2rx2)+F(2e). 


& \ n l s ® n h 
F(2zx) ist also durch F(x) und F (z = >) mit Hülfe elementarer Functionen 


ausdrückbar; a. a. OÖ. habe ich allein auf Grund der Funetionalgleichuı 


Ti 


*) „Bemerkungen über trigonometrische Reihen mit positiven Coelficienten“, 
Sitzungsberichte der Königlich Böhmischen Gesellschaft der Wissenschaften, mathematisch- 
naturwissenschaftliche Klasse, 1598, No. 23, S. 9 ff. 

**) ]. c., Theil 2, Art. 61—62, S. 2833—285; Theil 4, Art. 31—38, S. 26—52; 
vergl. auch „Traite des fonctions elliptiques et des integrales Euleriennes“, Bd. 2, 
Paris 1826, 2. Hälfte, Art. 52—54, S. 411—413 und art. 101— 108, S. 446— 451. 

“=, „Zur Theorie der Gammafunction*, Journal für die reine und angewandte 
Mathematik, Bd. 123, 1901, S. 276—283. 
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zwischen 7'(2x), /'(z) und (x 2 das Intervall (0....1) für die Gamma- 


funetion auf eine beliebig kleine Länge d verkleinert; also gilt der oben 
ausgesprochene Satz auch für die Function F(z). 


Siebenter Abschnitt. 

Ueber die Abhängigkeit einiger auf die Vertheilung der Primzahlen bezüglichen Sätze von einander. 

In diesem letzten Abschnitte wende ich mich zu dem Falle des na- 
türlichen Rationalitätsbereiches, um die für das Problem der Primzahlver- 
theilung wichtige Frage zu erörtern, in welchem Umfange die Unter- 
suchung der Stärke der Convergenz einer gewissen Dirichletschen Reihe in 
einem gewissen Punkte für den Beweis des sogenannten Primzahlsatzes 
hinreicht. 

Der Primzahlsatz”) heisst 

n(x) =Li(e), 

wo ı(z) die Anzahl der Primzahlen < x, Li(x) den Integrallogarithmus von 
» bezeichnet; da Lö(@) asymptotisch gleich ist, kann dies auch 


le] 


. ’ A i i =» ulk ' 
geschrieben werden. Die Reihe, um welche es sich handelt, ist > ). Sie 


k=1 


entsteht für s=1 formal aus der für N(s)>1 convergenten und dort mit 


(k) 
u 


(8) 


o o : 28 . - u . ’ . 
ibereinstimmenden Dirichletschen Reihe &' Wenn sie convergirt, ist 


k=1 
also ihre Summe 0**). 


Herr von Mangoldt***) hat die Convergenz der Reihe & 
k=1 


nachgewiesen durch Anwendung der Theorie der Z-Function; später führte 


k 
. zuerst 


*) Er ist in der gleichwerthigen Form # (2) = 3 logp x zuerst von den 

p<x 
Herren Hadamard (}. c. — vergl. S. 69, Anm. 3 — S. 218) und de la Vallee-Poussin (l. c. 
— vergl. S. 69, Anm. 4 — S.251) bewiesen worden; in der Form des Textes findet er 


sich zuerst bei Herrn de la Vallee-Poussin (]. e., S. 360—361) nachgewiesen; vergl. auch 
Herrn von Mangoldts Arbeit „Ueber eine Anwendung der Riemannschen Formel für die 
Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grenze“, Journal für die reine und an- 
gewandte Mathematik, Bd. 119, 1898, S. 65—71. 
**) Vergl. S. 119. 

“=#) ], c. (vergl. S. 121, Anm. 1) S. 835—849. 
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ich*) den Nachweis auf anderem Wege*). Seine neueren Untersuchungen 
über die Vertheilung der Primzahlen gestatteten Herrn de la Vallöe- Poussin***). 
zu beweisen, dass 


(166.) ga)= > uk) -— o( L \ 
y k- lo / 


., k or 


ist; darauf zeigte ich”””*), dass noch genauer 


u(k) win | 


IR f\ 
(167.) g(€ Viog loge / 


logx e 
ist, wo a eine positive Constante bezeichnet, und schloss?) daraus, dass 


T \ 


o(z)= 3 u(k) = 0 ( | 
k=1 \loex eg Vlog log x / 
ist. 

Man kann nun umgekehrt die Frage aufwerfen, ob die Kenntniss 
der Sätze über die Möbiusschen Coefficienten ausreichen würde, um aus 
ihnen den Primzahlsatz zu beweisen. Nur Herr Mertensii 
dieser Frage beschäftigt. Aus seinen Untersuchungen geht hervor, dass, 
wenn man annimmt, es sei für alle x >1 


N 


hat sich mit 


T 


(168. ) Io(z)|=| 2 u(k)|<Ve, 


ee 
der Primzahlsatz daraus folgt. 

Die Ungleichung (168.) ist jedoch bis jetzt noch nicht bewiesen worden, 
also vielleicht für hinreichend grosse = nicht riehtig. Ich will nunmehr 
feststellen, dass der von mir bewiesene Satz (167.) in der a fortiori gültigen 
Fassung 


> u = ul(k 
*) „Neuer Beweis der Gleichung 3 \ 
k=1 
**) Ich benutze a. a. 0. als einziges transcendentes Hülfsmittel den (allerdings 
von der Theorie der &-Function nicht unabhängigen) Satz (ec) x. 
=) ]. c. (vergl. S. 98, Anm. 1), S. 67. 
****) „Ueber die asymptotischen Werthe einiger zahlentheoretischer Functionen“, 
Mathematische Annalen, Bd. 54, 1901, S. 584. 
T) 1. c., S. 585. 
TT) „Ueber eine zahlentheoretische Function“, Sitzungsberichte der Kaiserlichen 
Akademie der Wissenschäften zu Wien, Bd. 106, Abth. 2°, 1897, S. 761. 


— 0“, Inauguraldissertation, Berlin, 1599. 
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va | *) 
(169.) 9(2)= o( log x (log log zu 


gestattet, aus ihm allein den Primzahlsatz abzuleiten, so dass man bei 
etwaigen Versuchen, den Weg zum Beweise des Primzahlsatzes statt über 
die T'heorie der Z-Funetion über die Untersuchung der einen convergenten 


“u(k) 


teihe $ „ zu nehmen, sicher ist, dass der Hülfssatz, den man beweisen 
v 


Fe 
will, und der für den Nachweis des Primzahlsatzes hinreicht, auch richtig ist. 

Ich werde aus (169.)”*) den dem Primzahlsatz äquivalenten ableiten, 
dass die Tschebyschefsche, durch die Gleichung 





v()=HE)+IVE)+INE) + = 3 logp+ >; logp+ > logp-+--- 
p<x pP? <x P<x 
log ee) 
= log 
p log p 


erklärte Function — x ist. 
Aus Tschebyschefs Identität 


T(@) = log[e]! = & y (7) 


*) Der Exponent 2 von loglogx könnte auch noch durch eine kleinere Zahl 

-1 ersetzt werden; das Wesentliche ist, wie sich nachher zeigen wird, dass für die 

s ae . ’ 6 (%) r N 

unter dem Zeichen O stehende Function @ (x) das Integral / — dz (für a>e) 
X 


“ 
A 


einen Sinn hat, was bei der in Herrn de la Vallee-Poussins Satz (166.) enthaltenen 


| 1 
Function G(z) =; noch nicht der Fall war. 
108 X 
/ . ° L 
**) Aus (169.) folgt übrigens die Convergenz der Reihe 5 !|g(k)| 2 
k=1 
1 1 t 


.— — I> 
k“ (k+1)* N 


also wegen 


1 [3 [3 » 
die Convergenz der Reihe >> 9 (k) Br M iz) und daraus ergiebt sich für alle 
de 


reellen t die Convergenz von 
3 uch), 
= hi (g(k)—g(k—1)) = < kit? 
die Reihe 5! Sn convergirt also auch für N(s)=1, was bisher nur für den einen 


k=1 
ms 3 
a Are TZOIHN) 


Werth s= 1 bekaunt war, und zwar is 








E. Landau, über die zu einem algebraischen Zahlkörper gehörige Zetafunction. 185 
folgt, wie Herr Gram”) gezeigt hat, 

(170.) -y(r2) = z u (#) |7 log &. 
Aus (169.) folgen zunächst die nachher anzuwendenden Hülfssätze 


(x) = zZ u(k) log k= 5 u e klog k — Z (g (k)—g(k— 1)) l; log l; 


U 


a 


3 g(h)(klogk—(k+1)logCk+1))+9(@) (r+Dlogle+ 1) 


x 1 € du 4 x 

6 = logk (loglogk)? log k+0 x ap) = 0 } (log logu)’ V ki og=}") 

( a € - 

171 / ) mem) 
und 

(k)]  k . k)lork ’ 
f(x) = , M\ 2 og 55 u z RE (g(k)—g(k— 1)) log k 
ku} k c+1 j { 


ji 3 g(k)(logk — log(k+1))+g (=) log (c+1 
1 l | 
ei r z er re k +4 (Akrls =y) 


2 du l 
—-1+0 / Ä + 0( ) 
JS alogu (log log u) (log log)’ 
x 


172) =-1+ 0). 


log log x 


Uebrigens habe ich a. a. O."*) zunächst bewiesen, dass 


u iQ: 


| 
(173.) er ee) 


e 


*) ]. c. (vergl. S. 118, Anm. 3) S. 238 und 29). (170.) folgt nicht etwa durch die 


. .. ® 4 » . m - HN Pr 
oewöhnliche Umkehrung mittelst Möbiusscher Coeflicienten aus I(2) = 3 U er ); diese 
> ü k I L_ 


ergiebt y (x) = z u(k)T (7) z a (k) log (Ka, } 


**) ], c. (vergl. S. 183, Anm. 4), S. 584 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 3. 24 
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ist und daraus (167.) hergeleitet, nachdem ich analog aus 
(174.) f@)=-1+11} 
hergeleitet hatte, dass 


A] 


gr/ 


= 
(1 15.) g(z) > Io 


ist. Den drei a. a. OÖ. angegebenen Beweisanordnungen hierfür“) sei bei 
dieser Gelegenheit eine vierte, noch kürzere, hinzugefügt: Nach (174.) ist 


f(«) =—1+n (z), 


Wo 
limn(e) = 0, 
also 
ir u (k) ” u(k) ? u(k) > nm 
® u 3: ze B: .- = = .:_ _ 
I \ l ) .. k = k N BE k; IR 
* ulk)logk 1 % #9 
ww % > = — N | k = k a 1 
et k log k Be r ) f\ y )) logk 
% a, 7 1 | n(x) 
- >” (n(k)—n(k—1 er 1) ( —_ )+ irrt 
dl ‚(m) \ )) logk a 1 ) logk log(k-+-1) i lose +1 


nach Annahme von d ist nun A, so bestimmbar, dass für alle k>% 
In(k)|<0I ist; für 2_> k, ist also 

an % 4 1 Ö Ö Ö 20 

(; \|- ) > | i un ) . > = o a . 

Im) ”; z ı\logk log(k-+1) 1 loge-+1) log(=-+1) Tr log +1) ”logz 


womit (175.) bewiesen ist. Ebenso lässt sich (167.) aus (173.) herleiten. 


og’r 


. 0 _ . . . 7 
Die rechte Seite von (170.) zerlege ich nun in zwei durch m 


seschiedene Theile: 


(176.) —v(a)= PS u(k)[r]logk+ = uch[F]1gR= 3 +2. 
— k= og er 


Hierin ist nach (172.) 


*, 8. 574—579. 
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I z 
log *a or z u(k)logk 


3, — 3 u(k)log (7 +0(l))== = 


0 5 log k 


1 1 k 
If x x x 
PN ef | r | ) +0 fr "cr log (. .)) 
=c[-1+0 -0 (| ,.loge 
log log = 
los ’x 
(177.) BET N. 


und nach (171.) 





ud x \ 
z,= zz [i]aw-z@-n) 
k | z excl. 
- 2 IE u. r 32 
u y’ sl Ie\ it A En ’ (| | \ 
2; | a z(k) (4 I, -1 )) 0 TC AN Joe? x J 
K log? eXCI. \ log? T 
w k 22 x > N | 
-0 (7]-157,)+0 flog’ x \. 
 —, (oglogk)’\Lk k+1 Br (EN 
; log? x \ log z\ log log Ioo r// J 
p Suirtze SE x 
Nun ist für k > _ 
== log’ 
x X x u loo* x 
a - Re Ri 


>k k+1l KURT 
ni ; | e . 
bei hinreichend grossen x; daher ist in der letzten Summe «I Ir | 


nur der Werthe O0 und 1 fähig und nur dann = 1, wenn es ein ganzes m 


on ni x j 2 r zeı\, 
—zm- .h.-—- 1<kz -, also für k =| | n=>1,2,...): 


x 
giebt, sodass > „A 
m late k+1 m = .m 


TC 
k 


. . 5 . a Y “ er z . » 
folglich ist, da kein m > log x en k— I008 liefert, 
. Il‘ 35 


loe? x . 
P; a N 
2,.==0 2 u 0( 3 
: „1 _f e\ (log log x)" / 

m log log li 
Kr 
2 5 
=. 08 -+e 
BINDE 
(log log 


log‘ I 


zT 


" u nt 
0 (log (log’ x))+ |e; 


(log log x)' 
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x 
m (log log x)' 0 (log log) + ja} 
(178.) zer 
(177.) und (178.) ergeben, in (176.) eingesetzt: 
v(a)=2+|e, 


we) x, 


a(2)= 


x 
log x’ 


womit die Behauptung auf S. 183—184 bewiesen ist. 











Die Stabilität des Gleichgewichts 
hängender schwerer Fäden. 


(Von Herrn Adolf Kneser in Berlin.) 


sl. 
Das Problem. 

Es scheint allgemein angenommen zu werden, dass das Gleichgewicht 
einer stetig zusammenhängenden deformirbaren Masse stabil ist, wenn die 
wirkenden Kräfte ein Potential besitzen, welches in der Gleichgewichtslage 
ein Maximum erreicht. Beim schweren Faden z. B., der zwischen zwei be- 
festigten Punkten in Gestalt der gewöhnlichen Kettenlinie herabhängt, sieht 
man das Gleichgewicht als stabil an, weil der Schwerpunkt des Fadens 
möglichst tief liegt; man hat für diesen Fall auch die Theorie der kleinen 
Schwingungen ausgebildet. Es ist aber wohl zu beachten, dass der klassische 
Beweis, durch welchen Dirichlet eine strenge Theorie der Stabilität be- 
gründet hat”), sich zunächst nur auf ein von einer endlichen Anzahl von 
Parametern abhängendes Massensystem bezieht. Versucht man, diesen Be- 
weis auf deformirbare Massensysteme anzuwenden, deren Lage durch will- 
kürliche Funetionen bestimmt wird, so stösst man auf eine ganz ähnliche 
Schwierigkeit wie in der Potentialtheorie beim Dirichletschen Prineip. 

Der Grundgedanke des Dirichletschen Beweises kann in folgender 
Form ausgesprochen werden. Ist U das Potential, U, sein Maximalwerth 


77 


*) Dieses Journal, Bd. 52. Kirchhoff, Mechanik, 4. Vorlesung. Appell, Traite 
de mecanique, Bd. II, No. 454. 
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für die betrachtete Gleiehgewichtslage, so grenze man um diese herum ein 
(Gebiet & ab, das von einem die Gleichgewichtslage nicht enthaltenden 
Randgebiet RW umschlossen werde; innerhalb der Gebiete & und WR sei 


U,—U positiv. Hängt die Lage des Systems z. B. von den » Parametern 
1 I... ab, und ist in der Gleichgewichtslage 


() 0 0 
dı = 9u = As + In An 


so werde das Gebiet & durch die Ungleichungen 





a ne 
<a. la-gl<e 


0 0 

In-nl<s 1R@: 
definirt, in welchen & eine positive Constante bedeutet, und NR sei der Theil 
von ©, für welehen mindestens eine der Gleichungen 


nl el ., |mMgn|=e 
gilt. Nun beruht alles darauf, dass die Differenz U,„— U auf dem Gebiet A 
oberhalb einer festen positiven Grösse ce verbleibt; ist nämlich T die lebendige 
Kraft des Systems und setzt man die Gleichung der lebendigen Kraft in 
der Form 

T+U,—U= eonst. 

an, so braucht man nur die Anfangsgeschwindigkeiten so klein und die 
Anfangslage des Systems so nahe der Gleichgewichtslage zu wählen, dass 
die rechte Seite dieser Gleichung kleiner als ce ist. Bei einer solchen 
Störung des Gleiehgewichts kann, da T nicht negativ wird, die Differenz 
U,„-— U niemals den Werth e erreichen, das System also nie in eine dem 
Gebiet N angehörige Lage kommen und das Gebiet & demnach niemals 
verlassen, womit die Stabilität des Gleichgewichts erwiesen ist. 

Dass aber eine Constante ce von der angegebenen Beschaffenheit 
existirt, ist leicht ersichtlich, wenn U, wie es natürlich ist, als stetige 
Funetion der Grössen g,, 4%... q,„ Vorausgesetzt wird. Dann ist die Grösse 
U„—ÜU auch stetige Funetion des Ortes im Gebiet R, und hieraus folgt 
nach Weierstrass, dass sie die untere Grenze ihrer Werthe im Gebiet N 
erreicht; da nun U,„— U stets positiv ist, so ist die untere Grenze ebenfalls 
positiv und nicht etwa Null. 

Diese Schlussreihe muss ergänzt werden, wenn die Lage des Massen- 
systems nicht von einer endlichen Anzahl von Parametern abhängt, wie z. B. 
bei einem schweren zwischen den festen Punkten O0 und 1 herabhängenden 
Faden, den wir uns für den Augenblick nur in seiner Vertiealebene ver- 
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schiebbar denken; auf diese Ebene werde demgemäss vorläufig die ganze 
Betrachtung beschränkt. Man umgebe den hängenden Faden mit einer 
Curve $, etwa mit der Enveloppe eines Kreises von constantem Radius, 
dessen Mittelpunkt längs des Fadens läuft. Dann kann man dem Gebiet & 
die Gesammtheit der Curven O1 vergleichen, welche ebenso lang wie der 
Faden sind und die Curve $t nicht überschreiten; dem Gebiet N aber ent- 
sprechen von diesen Ourven diejenigen, welche mit $} mindestens einen 
Punkt gemein haben. Bedeutet U für irgend einen dieser Bögen die Tiefe 
des Schwerpunktes unter einer festen horizontalen Ebene multiplieirt mit 
der Masse des Fadens, U, den der Kette entsprechenden Maximalwerth von 
U, so kommt es darauf an, ob die Differenz U, — U für das Gebiet N ober- 


ojlt der 


halb einer festen positiven Grenze bleibt; ist dies gezeigt, so g 
Dirichletsche Beweis ohne Modification. Aber wenn auch bei geeigneter 
jestimmung der Curve Kt die Grösse U, — U stets positiv ist, so folgt doch 
keineswegs hieraus, dass auch ihre untere Grenze positiv ist; denn U,— U 
erscheint jetzt nicht als Function einer gewissen Anzahl von Argumenten, 
sondern wird dureh einen innerhalb gewisser Grenzen willkürlichen funetio- 
nalen Zusammenhang bestimmt. Die erwähnte Schlussweise von Weier- 
strass kann daher nicht angewandt werden, und es ist zunächst sehr wohl 
denkbar, dass die Differenz U,,— U im Gebiet AR beliebig kleine Werthe 
annimmt. 

Man sieht, insofern sich auch hier das Bedenken gegen die gewöhn- 
liche Argumentation daraus ergiebt, dass es nöthig wird, zwischen unterer 
Grenze und Minimum zu unterscheiden, liegt eine ähnliche Schwierigkeit 
vor wie beim Dirichletschen Prineip. Für den in einer Kettenlinie hängenden 
Faden überwindet man, wie wir zeigen wollen, diese Schwierigkeit durch 
Betrachtungen, die zwar auf der besonderen Natur der speciellen Aufgabe 
zu beruhen scheinen, im Grunde aber von allgemeinerem Charakter sind 
und deshalb in wenig modifieirter Gestalt auch bei anderen Stabilitätsfragen 
anzuwenden sein dürften. 


$ 2. 
beweis der Stabilität. 
Wir stellen zwei Sätze an die Spitze der Untersuchung, die man 
plausibel finden oder als bekannt ansehen wird, und die wir, soweit es 
nöthig ist, in $ 3 beweisen wollen. 
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I. Irgend zwei Punkte O0 und 1, die nicht auf derselben Verticalen 
liegen, können stets durch eine 
einzige nach unten convexe Ketten- 
linie von gegebener Länge / ver- 
bunden werden, wenn / grösser ist 
als der geradlinige Abstand der 
Punkte 0 und 1. Fasst man 
diese Kettenlinie als homogenen 
schweren Faden auf, so ändert 
sich ihr Schwerpunkt stetig mit 
den Endpunkten und der Länge !. 

Wir verstehen dabei unter 
einer Kettenlinie wie gewöhnlich eine ebene Curve, für welche, wenn 5 





und n rechtwinklige Coordinaten eines gewissen Systems und a, b,c Üon- 
stante sind, die Gleichung 


al -= ka 
nte=%e re |=a6ıf 


Aa 


gilt. Die Curve ist nach unten convex, wenn a negativ ist und die posi- 
tive n-Axe vertical abwärts geht. 

II. Der Schwerpunkt einer dem Satze I gemäss construirten Ketten- 
linie liegt tiefer als der Schwerpunkt jeder andern Curve O1 von der Länge /. 

Um von diesen Sätzen aus unserem Ziel näher zu kommen, führen 
wir die rechtwinkligen Coordinaten z, y, 3 ein, legen die positive y-Axe 
vertical nach unten, bezeichnen durch & die nach unten convexe Ketten- 
linie O1, und setzen allgemein, wenn längs irgend einer Curve integrirt wird, 


J= / yVada‘ +dy+ds, K= fı de’+dy +dz, 


sodass K die Bogenlänge, J die mit der Bogenlänge multiplicirte verticale 
Schwerpunktsordinate oder das statische Moment bezüglich der horizontalen 


Ebene y=0 bedeutet. Wir bezeichnen ferner das Integrationsintervall 
durch Suffixe, sodass z. B. J,, das für einen Bogen 01 gebildete Integral J 
ist, und deuten durch Ueberstreichen an, dass längs einer nach unten con- 
vexen Kettenlinie integrirt wird; dann gilt z. B. für die Curve & die 
Gleichung 


Ki, 
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Längs des Bogens & laufe nun ein Punkt 2, um den eine Kugel mit 
dem eonstanten Radius og beschrieben sei. Die sämmtlichen Lagen dieser 
Kugel erfüllen ein den Bogen & umgebendes räumliches Gebiet U, dessen 
Oberfläche aus einer Kanalfläche und zwei um 0 und 1 beschriebenen Halb- 
kugeln besteht und durch St bezeichnet werde. Der Radius o kann dann 
so gewählt werden, dass, wenn 3 ein Punkt der Fläche & ist und gerad- 
linige Entfernungen durch (03) und ähnliche Symbole dargestellt werden, 
stets die Ungleichung 

(1.) (03) + 31) </ 
eilt. Liegt nämlich der Punkt 3 jeweils auf der um das Centrum 2 be- 
schriebenen Kugel, sodass 


vesetzt werden kann, so ist 
OENB) +oe, AI (12)+ 0, 


(2.) (08) + (31) < (02) + (12) + 20. 


Die Strecken (02) und (12) sind aber kürzer als die längs der Curve & 
semessenen Bögen 02 und 12; die Summe (02) -+ (12), die sich mit dem 
Punkte 2 stetig ändert, hat daher ein Maximum, welches kleiner als / ist, 
und es giebt eine positive Grösse 7, für welche die Ungleiehungen 
DEZE 
(3.) (02) + (12) <T 
hei jeder Lage des Punktes 2 gelten. Jetzt braucht man nur o so klein zu 
nehmen, dass 
"+20<I/ 


' N 


(3.) die gewünschte 


\ 


st, um durch Combination der Beziehungen (2.) und 
Ungleichung (1.) zu sichern. 

Es seien ferner 4 und 5 zwei Punkte der den Bogen & enthaltenden 
Kettenlinie, welche diesem nicht angehören, durch ihn getrennt werden 
und mit keinem Punkte der Fläche } auf derselben Vertiealen liegen. Ver- 
läuft die Kettenlinie & in der zy-Ebene, und werden die Coordinaten der 
durch Ziffern bezeichneten Punkte durch entsprechende >Sufflixe unter- 
schieden, sodass z. B. x, Y, 2, die Coordinaten des Punktes 0 sind u. s. f.; 
ist ferner x, > x, so braucht man, um das bezeichnete Ziel zu erreichen. 
die Punkte 4 und 5 nur so zu wählen, dass 

u << a0, u; > +0. 


Journal für Mathematik Bd. CXXV, Heft >. 
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Wenn nun die Punkte O0 und 1 durch irgend eine Curve % verbunden 
werden, die ebenso wie & die Länge / hat, die Fläche ft im Punkte 3 er- 
reicht, übrigens aber das Gebiet U nicht verlässt, so beziehe man auf diese 
‚urve die ungestrichenen Integrale J, K und construire dem 'T’heorem I 
gemäss (vgl. die Figur) die nach unten convexen Kettenlinien 43 und 35, 
deren Bogenlängen 

(4.) K,= ot Ks, K,=K; + K;- 
sind. Das ist möglich, da die Punkte 4 und 3 ebenso wenig wie 5 und 
3 auf derselben Verticalen liegen, und ausserdem die Ungleichungen 


K,, + Ks > (40) + (03) > (43), 
K;, + K, > @1) + (15) > (53) 
gelten, sodass die für die Kettenlinien 43 und 35 vorgeschriebenen Längen 
stets grösser sind als der geradlinige Abstand der Endpunkte. Für diese 
Kettenlinien ergeben sich ferner aus dem Theorem II die Ungleichungen 
(D.) v > 3; + Js; 435 Ba J;, + Js; 
in denen das Gleichheitszeichen nur in den Ausnahmefällen gilt, dass z. B. 
die Kettenlinie 43 mit dem Linienzug 403, für welchen die Summe En 
gebildet ist, zusammenfällt; denn die Brüche 
Ja Jw + Ju 
FR Ko+ Ku 
sind die verticalen Schwerpunktsordinaten der Kettenlinie 43 und jenes 
Linienzuges 403; die beiden Nenner sind aber der Voraussetzung (4.) zufolge 
gleich. Aus den Relationen (5.) folgt sodann 


I wu (I 4 J;;) Di aeg Ian un Ju ee don 

oder 

(6.) Is — (I + J;;) — Ju — Jon; 
dabei gilt den Festsetzungen (4.) zufolge und weil die Curven & und % 
gleich lang sind, die Gleichung 

K;; +K, =K,+K,+ Kur =Ku+ K;,; + Ki, 

oder 

(7.) Ka+K, =K;. 
Jetzt ist das nächste Ziel der Untersuchung, zu zeigen, dass die Grösse 
Js — (I +J5;) bei einer beliebigen Curve & und beliebiger Lage des 
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Punktes 3 auf der Fläche 8 eine positive untere Grenze besitzt. Dann 


folgt aus der Relation (6.) dasselbe für die Differenz Js — Jos, und damit 
ist die Grundlage des Dirichletschen Beweises gesichert. 
Um in dieser Richtung vorwärts zu kommen, gehen wir davon aus, 

dass den Relationen (4.) zufolge bei den oben construirten Kettenlinien 43 
und 35 die Ungleichungen 

Kz;>K,+(03), K,„>K,+ (31) 
gelten, und dass die Gleichung (7.) ergiebt 

K» <Ks—-Ks—-(31), Ks <K, — Ku — (03). 

Lässt man daher die Variable A das Intervall durchlaufen, welches durch 
die Ungleichung 

Ku+(03)<i<K,-K,- (31) 


oder 
(8.) Ku+(03)<1<K.-— (31) 
definirt ist; setzt man ferner 
(9.) u=K,-—4, 
sodass die Beziehungen 
(10.) K,+@1l)< u<-K,,— (03) 
folgen, und construirt die Kettenlinien 43 und 35, für welche 
(11.) K,=4 K,= u, 


so kommen unter diesen alle Kettenlinien 43 und 35 vor, welche oben 
ausgehend von einer beliebigen Curve X erhalten waren. Dass übrigens 
zu jedem der definirten Werthsysteme 4, u Kettenlinien 43 und 35 con 
struirt werden können, für welche die Beziehungen (11.) gelten, folgt daraus, 
dass die eine der Ungleichungen (8.) ergiebt 

> (40) +(03), > (43), 
und ebenso die eine der Ungleichungen (10.) 

u>(15)+(1), u> (55). 

Aus den Ungleichungen (8.) folgt ferner, dass der aus den beiden 
Kettenlinien 43 und 35 zusammengesetzte Zug nicht mit der Kettenlinie 45 
zusammenfällt. Das bedarf nur dann des Beweises, wenn der Punkt 3 auf 
der Kettenlinie 45 liegt, also einer ihrer beiden Sechnittpunkte mit der 
Fläche & ist. Einer von diesen liegt auf dem Bogen 40; fällt er mit 3 


zusammen, so ist 


Ku>Kz, Ku-+ (03)>K;; 
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der in der Curve 45 als Theil enthaltene Bogen 43 kommt also nicht 
unter den oben definirten Kettenlinien vor, und die letzteren weichen auf 
der Strecke 43 von der Kettenlinie 45 ab. Damit ist gezeigt, dass auch 
in diesem Falle der oben construirte Linienzug 435 mit 45 nicht zu- 
sammenfällt. Man kann daher stets aus der Gleichung (9.), nach welcher 


K,, die Gesammtlänge des Zuges 435 ist, und dem T'heorem II schliessen 


Ji; >. Jsatdı Is I3— Js >u 
oder, wenn 
S _— Is —JI3 - Jh; 
gesetzt wird, 
(1 2.) S > V, 


Um hieraus das gewünschte Resultat zu erhalten, dass bei allen 
lagen des Punktes 3 und allen jeweils zugelassenen Werthen von 4 die 
Grösse S oberhalb einer positiven Constanten bleibt, braucht man sich nur 
klar zu machen, dass S nach dem Theorem I eine stetige Function von 4 
und der Lage des Punktes 3 ist. Da nun die in Betracht kommenden 
Werthsysteme z;,, Y3, 2, 4 eine endliche abgeschlossene”) Menge bilden, 
d. h. jede der Variablen zwischen endlichen Grenzen bleibt und jedes 
Werthsystem der Menge angehört, dem man sich mit Werthsystemen der 
einer Stelle der Menge ihrer unteren Grenze gleich wird. Die Werthe aber. 
welche S erreicht, sind nach (12.) positiv; also gilt dasselbe von der unteren 
Grenze, und es giebt positive Constanten ec, für welche bei allen Lagen des 
Punktes 3 und allen zugelassenen Werthen von 4 die Ungleichung 


(15.) S>c>V0 
eilt. 

Diesen Schluss kann man auch unabhängig von den allgemeinen 
Begritfen der Mengenlehre entwickeln, indem man davon ausgeht, dass bei 
irgend einer Lage des Punktes 5 der Werth von S eine stetige Function 
der einen Variablen 4 ist, welche ein wohldefinirtes Intervall mit Einschluss 
der Grenzen durchläuft. Hier lehrt also der bekannte Satz von Weierstrass 
über stetige Funetionen einer Variablen, dass die Grösse S für mindestens 


“) „Ensemble borne et parfait“ nach Jordan Cours d’analyse, 2. Aufl., I No. 20, 26. 
“*) Jordan, a. a. O. No. 64. 
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einen bestimmten Werth von 4 ihr Minimum, das durch m, bezeichnet 
werde, erreicht. Denkt man sich diese Minima für alle Punkte 3 bestimmt, 
und ist « deren untere Grenze, mithin auch die untere Grenze aller Werthe 
von S, so muss es mindestens einen solchen Punkt 6 auf der Fläche X 
geben, dass in beliebiger Nähe desselben Punkte 3 vorhanden sind, deren 
Minima m; von « so wenig abweichen, wie man will. Wäre nun 


(14.) u <— my; 


so würde sich ein Widerspruch in folgender Weise ergeben. Da S eine 
stetige Function von 4 und dem Orte des Punktes 3 ist, da ferner die 
Grenzen, zwischen denen sich 4 der Ungleichung (8.) gemäss bewegt, sich 
mit 3 stetig ändern, so kann man, wenn die positive Grösse & beliebig 
klein gegeben ist, eine andere &, so bestimmen, dass immer, wenn 
(15.) (36) < &, 

ist, zu jedem der im Punkte 3 zulässigen Werthe A ein entsprechender im 
Punkte 6 zulässiger gefunden werden kann, der von jenem um weniger 
als e abweicht. Zu jeder für den Punkt 3 gebildeten Grösse S giebt es 
also bei der Annahme (15.) eine entsprechende zum Punkte 6 gehörige, 
deren Abstand von jener unter einer mit e und &, unendlich abnehmenden 
Grenze verbleibt. Das steht aber im Widerspruch zu der Annahme (14.), 
nach welcher in beliebiger Nähe des Punktes 6 solche Werthe von S er- 
reicht würden, die beliebig wenig von «, also von jedem im Punkte 6 er- 
reichten Werthe um mehr als z. B. - (m, — u) abwichen. Die Annahme (14.) 


ist also nicht zu halten, und es folgt 
u= m, 
sodass # in der That einer der Werthe von S ist, welche an der Stelle 6 
erreicht werden. Damit ist « als positiv nachgewiesen; ist ferner e kleiner 
als z, so besteht die Ungleichung (13.) oder 
Js ls Is > 
ganz allgemein, und die Relation (6.) ergiebt 
Ju -Jsı >. 
Von diesem Resultat aus kann der Dirichletsche Beweis leicht durch- 


geführt werden. Da nämlich / die gemeinsame Länge der Curven 6 und % 
ist, sind 
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In Ju 
2 I 
ihre Schwerpunktsordinaten; wird daher die Längendichtigkeit des Fadens 
— 1, seine Masse also = ! gesetzt, so sind 
U, . Jan; U= Jusı 
die den Curven & und 2 zukommenden Schwerkraftpotentiale, und wenn T 
die lebendige Kraft bedeutet, gilt bei jeder Bewegung eine Gleichung 
(16.) T+U,—U= eonst. 

Stört man nun das Gleichgewicht des hängenden Fadens so vorsichtig, 
dass er in seiner Anfangslage innerhalb des Gebietes U verläuft und die 
reehte Seite der letzten Gleichung kleiner als e ist, so kann niemals ein 
Punkt des Fadens auf die Fläche & fallen, da dies die Ungleichung 

U,„-UD>e 
nach sich zöge, welche, da 7 positiv ist, der Gleichung (16.) widerspricht. 
Bei hinreichend vorsichtiger Störung des Gleichgewichts verbleibt also der 
Faden innerhalb des Gebietes U, das, da o beliebig klein genommen werden 
kann, einer beliebig eng umschränkten Nachbarschaft der Kettenlinie O1 
eingebettet werden kann. 

Die Stabilität des Gleichgewichts ist hiermit bewiesen. 

$ 3. 
Die benutzten Hülfssätze. 

Es bleibt nun übrig, einen Blick auf die Beweise der Sätze I und II 
zu werfen, auf welche die durchgeführte Argumentation sich gründet. Was 
zunächst den Satz I betrifft, so kann als hinreichend bewiesen gelten, dass 
zwischen gegebenen Punkten eine nach unten convexe Kettenlinie von hin- 
veichend gross gegebener Länge existirt; es genügt in dieser Hinsicht auf 
die Litteratur zu verweisen.) Der Beweis beruht stets darauf, dass die 
(rleichung 

qu=Simnu= .(e —e“), 
wenn q bekannt ist, eine einzige positive Wurzel v=v besitzt. Diese ändert 


sich offenbar stetig mit g; da nun q in einfacher Weise aus der gegebenen 
Länge und den Coordinaten der Endpunkte zusammengesetzt ist, die Con- 


Schell, Theorie der Bewegung und Kräfte, 2. Aufl., II S. 100. Appell, Traite 
de mecanique I No. 152. 
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stanten der Kettenlinie aber sich sehr einfach durch » ausdrücken lassen, 
so ändern sich letztere Grössen stetig mit den Endpunkten und der vorge- 
schriebenen Länge, und dasselbe gilt demnach auch von dem längs der 
Kettenlinie gebildeten Integral J, womit auch der letzte Theil des Satzes ] 
bewiesen ist. 

Anders steht es mit dem T'heorem II, das meines Wissens nirgends 
vollständig begründet ist. Man erhält einen Beweis desselben, indem man 
die modernen Methoden der Variationsrechnung anwendet und den Beweis 
für das Eintreten des Extremums bei isoperimetrischen Aufgaben ein wenig 
modifieirt. 

Die Punkte 0 und 1 seien durch eine Kettenlinie & 
und eine ebenso lange Ourve £ verbunden. Längs dieser 
seien x, y, 3 stetige Functionen eines von O0 nach 1 hin 
wachsenden Parameters = und mögen die Eigenschaften 
derjenigen Functionen besitzen, die ich an einem anderen Ep 3 
Orte*) durch % (r) bezeichnet habe: sie mögen integrir- 
bare vordere Ableitungen besitzen, auf welche stets das 
Zeichen der Differentiation nach r bezogen werde, und es gelte bei positiven 
Werthen & die Beziehung 


(1.) lim p (+ 9)=Y' (T), 


e==A 





Hierdurch sind die unten anzuwendenden Operationen der Infinitesimal- 


rechnung gesichert; insbesondere kann aus den Beziehungen 
(>00, p (d)=0 
in der gewöhnlichen Weise geschlossen worden, dass p(rT) mit z wächst 
. . i e ‚wen dz dy dz ’ 

oder constant ist. Es seien ferner die Grössen Ir’ Art g, u keiner Stelle 
sämmtlich gleich Null. Diese Voraussetzungen sind allgemein genug, um 
z. B. unendlich viele Ecken der Curve & zuzulassen; an einer Ecke würde 
die Gleichung (1.) bei negativen Werthen von e nicht bestehen, was ja auch 
nicht vorausgesetzt ist. 

Die Curve % werde ferner zunächst in folgender Weise beschränkt: 
sie beginne im Punkte O nicht mit einem geradlinigen Stück und erreiche 
die Verticale des Punktes 0 nicht wieder. Läuft dann der Punkt 2 auf der 


*) Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung $ 17. 
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Curve, so gilt für das längs dieser gebildete Längenintegral Ä stets die 
Ungleichung 

K. > (02); 
die Punkte O und 2 können daher dem Theorem I zufolge immer durch 
eine nach unten convexe Kettenlinie verbunden werden, deren Länge Ä,, ist 
und die, da& und von gleicher Länge sind, in & übergeht, wenn der 
Punkt 2 die Lage 1 erreicht. 

Um diese Curven analytisch darzustellen, machen wir den Punkt 0 
zum Coordinatenanfangspunkt, und nehmen die y-Axe wie bisher vertical 
abwärts; dann kann jede nach unten convexe Kettenlinie, die vom Punkte 0 
ausgeht, durch folgende Gleichungen dargestellt werden: 


| x =$(t,a,b,m)=tcosm, 3={6(t,a,b,m)=tsinm, 
..t—b 8 
| y=n(l,a,b,m)=a | 6; = |; 


dabei sind a,b, m Constante, a ist negativ, und für die vom Punkte O0 ab 
semessene Bogenlänge findet man leicht 


Ed rd ? b Fe Zn b 
K.=w(t,a,b,m) = a [Sin z rem =. 


Eine wichtige Eigenschaft dieser Ausdrücke besteht darin, dass die 
Funetionaldeterminante 
_0(8,n,6,0) 
 ö(t,a,b,m) 
nur für 2= 0 verschwindet; sie hat nämlich die Form 
on 00 


COSm Tr sin m 
CO 


mn IN 
- r O O t 
8) N 0 3 w 
v R 0 ca oa 
oa oa 
mn { ” an I 
. oO 00 
0 on go % = 
Sy - D 2b 
5b db ob 0 


—tsınm 0 tcosm 0 
und für die rechts erscheinende Determinante zweiter Ordnung ist bekannt 
und leicht zu beweisen’), dass sie abgesehen von £= (0 immer von Null ver- 
schieden ist. Hieraus folgt, dass bei der angegebenen Construction der 


*) Mayer, Sächs. Berichte 1584, S. 119. Hneser, Lehrbuch der Variations- 
rechnung $ 38. 








A. Kneser, Stabilität des Gleichgewichts von Fäden. 201 


Kettenlinie 02 die zugehörigen Werthe «a, b, m,t von einander unabhängige 
Funectionen der Grössen x, y,2, Ku, sind, und endliche stetige Ableitungen 
nach diesen besitzen. Mittelbar sind daher a, b, m, £ Functionen von r, deren 
vordere Differentialquotienten sich aus den Grössen 


dz dy ds dk. 
dt’ dt’ dt’ dr 


linear mit endlichen stetigen Functionen von r als Coefficienten zusammen- 
setzen. Daraus ist ersichtlich, dass auch die Grössen a, b,m,t als Fune- 
tionen von z die Eigenschaften der Grössen p (r) besitzen. Dasselbe gilt 
auch, wenn 2 (a, b, m, t) eine mit stetigen Ableitungen versehene Funetion 
ist, von der Grösse P (a,b, m, f) als Function von r, da offenbar 


dB oPda OPdb oPdm, oP di 


dr 9a dt Ob dr ' Om dr ' It dr 


Diese Bemerkung wenden wir auf die Integrale J,, und K,, an, die 
mit der Bezeichnung 


F(z,y,2,2,y,2)=yVze”’+y’+z 
Y / ' AN Ye a 12 
G (2,9, 23, 2,y,2)=Ve2"-+y° +2 


geschrieben werden können 


I nf F (£, n,&, &, 6) dt, 


Ku. = re: G(&nL, 8,0, 6)dt, 


indem durch £, der zum Punkte 2 gehörige Werth von £ bezeichnet wird, 
und schliessen, dass diese Grössen ebenfalls als Funetionen % (7) anzusehen 
sind; dass dasselbe von den längs der ÜUurve & gebildeten Integralen J,. 
und AK, gilt, ergiebt deren Definition unmittelbar. 
Setzt man ferner 
d Ö 
I=da/ tab! + dm —-, !=öd+di,. —-., 
om ol, 
so findet man zunächst 


0J.= F\ dt,+ £ ( JS+ F, Oon+F,dC+F,.08,+ F,, d’n,+F., 05,) dt, 
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wobei unter den Funetionszeichen F, F,,... immer für x, «,... die Werthe 
&,&,... gesetzt zu denken sind; da offenbar die Gleichungen 


N 0 
. odE 
THE f2 


O5, -,Jöl’=dn’=d=0, 


bestehen, so ergiebt die partielle Integration 


(3.) Js —F 1“ dt, + F,‘O5+ F,, %) n-+ F,, IT b; 


2 ‚ dFa\s: , (fm 4F,\S, sF, \ u 
44 dt|(F.— di )IE+(R,- di )In+H{R.— dt 2], 
und einen ganz ähnlichen Ausdruck erhält man für ÖK,,. indem man F 
durch @ ersetzt. 


Nun genügen die Kettenlinien (2.) den Differentialgleichungen 


dH, dH,, dH,, 

( nz A ER Er ER Wr AR 

(4.) H,-—, =; H-—y 9 4, rue 
in welchen 

H=F-+1G 

gesetzt ist und A eine Constante, nämlich den Werth 

‚ \ „> 

(5.) .=aVo) 2 


bedeutet; diese Gleichungen könnte man direct verificiren, während der 
naturgemässe Weg der ist, dass man sie zunächst aus der Theorie des iso- 
perimetrischen Problems ableitet, und von ihnen aus zu den Gleichungen 
(2.) durch eine Integration, deren Gang aus der entsprechenden Entwicklung 
in der Ebene”) zu ersehen ist, fortschreitet. Auf jeden Fall ergeben die 
Gleichungen (4.), indem man die Formel (3.) mit der entsprechend für K 
und @ gebildeten combinirt, 


OJ.2+ hd K.=Hl|"dt,+ H,d5+ H, 0dn-+ H, 0°, 
oder, indem man die Identität 
H=xH,-+y'H,+z H, 
berücksichtigt, 
OJ:+ AO K.=H,„dE+H,0dn+ H, 0%“. 


*) Kneser, lwehrbuch der Variationsrechnung $ 38. 
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Hieraus folgt, da längs der Curve & überall 
z=ö$(t„a,b,m), y=n(t,a,b,m), z3={6(t,a,b,m), 
die Gleichung 


dAJı» a dKo» 1 lz 
ER Ten. H, er + H, _. m Fe 
dt dı dt :” dı 


in welcher z und die Argumente der Funetionszeichen H,, H,, H, sich auf 
den Punkt 2 beziehen, sodass z. B. t=t, zu setzen ist. 


Combinirt man das erhaltene Resultat mit den evidenten Gleichungen 


dJ u: nu (2,y _ dx ii Er 


dt "ds ' dt’ dı 
dKı» dx dy dz\ 
dt e (2; y dt’ dı dr) 


und den vorausgesetzten 


I > r dK vo: dK >» 
(6.) K, , — ER = b) 
y dı dr 
so ergiebt sich 
d(Jıs — Ju) on dx w dy 


dt 


dx dy dz\ 


+H,(8,n,0,8,n,C,, °-H(z ME 
| et \ + fern In21), z Yy dı dı dr/ 


oder in der Bezeichnung von Weierstrass 


N A(Ju: En Ju2) > 
(7. m 5 
1.) 5, 


und man findet aus den explieiten Ausdrücken von F und @ leicht 


dx dy\° nd 1 

5 = (y+R)lcos(ds, DY-DIE) +) +): 
wobei ds und Ds die in der Richtung wachsender # und z genommenen Bogen- 
elemente der Kettenlinie 02 und der Curve & im Punkte 2 bedeuten. An 
diesem Ausdruck ist das Vorzeichen sofort zu erkennen; aus der Gleichung 


(3.) und einer der Gleichungen (2.) findet man nämlich 
i .2—b 
Y +4 —=( Go) a’ 


und da a negativ, die Function Co) aber stets positiv ist, da ferner die 
26* 
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(Juadratwurzel nach Voraussetzung nie verschwindet, so kann die Grösse & 


keine negativen Werthe annehmen. Ist sie aber nur für eine beliebig kleine 
Strecke positiv, so folgt aus der Formel (7.) die gewünschte Ungleichung 


Jıı —J1>d, 


in der das Integral J,, längs der Curve & gebildet ist; denn die Differenz 
Ja— Ju, die im Punkte 0 mit dem Werthe 0 beginnt, nimmt den Werth 
J,—J, an, wenn der Punkt 2 die Lage 1 erreicht, da die Kettenlinie 02 
dann in & übergeht, und die Grössen J,., J„ besitzen die Eigenschaften der 
Funetionen %(T). 


Um zu zeigen, dass der angedeutete Schluss aus der Formel (7.) 
wirklich gezogen werden kann, muss zunächst nachgewiesen werden, dass 
& nicht längs der ganzen Curve & verschwinden kann. In diesem Falle 
hätte man 


cos (ds, Ds) =1: 


die Richtungen ds und Ds wären also identisch, und wenn p ein positiver 
Proportionalitätsfactor ist, hätte man Gleichungen von der Form 


de _. dy di 


(8.) dt = PS; dt PA di pe 
oder auch 
ze . 0. .db,. dm 5 
Men eh —=pDSs;, 
\ dm 
(9.) 1 4 la er +9 + Im dr — pn 


dm 
REN R- dı 42,5 2 dt =pL,; 





sodann ergeben die stets vorausgesetzten Gleichungen (6.) 


dz dy dz dw (1,a,b, m) 
Ge, rar’ de’ 1) = dt 


oder auf Grund der Formeln (8.) 


Re < dw(t,a.b, m) 
GN PE PP) ar 
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oder endlich, da @ hinsichtlich der letzten drei Argumente homogen von 
der ersten Dimension ist, 


u ö do (t,a,b,m 
P G ($, n, & Sn De ©) = R 4 


dt 
dt da db dm 
OT Pa rt W,, - =pw 


Combinirt man diese Gleichung mit den unter (9.) zusammengestellten, so 
erhält man linear homogene Relationen zwischen den Grössen 

da db dm di 

4 . = 5 

dt’ di’ de’dı Pı 
aus denen man schliesst, dass entweder die Determinante der Üoefficienten 
oder die soeben hingeschriebenen vier Grössen verschwinden. Ersteres 
kann aber nicht eintreten, da die Determinante mit der oben betrachteten 
Grösse f/ identisch, also von Null verschieden ist. Somit folgt 


da _ab_am_n 

dr dt dr 
Da nun a,b,m Funectionen p (T) sind, kann man hieraus schliessen, dass 
diese Grössen für alle Punkte 2 dieselben Werthe haben, wie etwa im 
Punkte 1, die Curven & und & also vollkommen zusammenfallen. 

Wird dieser triviale Fall ausgeschlossen, so muss die Grösse & für 
mindestens einen Werth von z positiv sein. Dann folgt aber aus der durch 
die Beziehung (1.) ausgedrückten Eigenschaft der Funetionen y' (zT), zu 
denen auch & gehört, dass diese auch in einem gewissen endlichen Inter- 
vall des Arguments z überall positiv ist, und damit ist, wie schon bemerkt, 
die Ungleichung 


Jı-Jı>V 
bewiesen. Sie besagt, da 
Jan Ju 
SR 


die Schwerpunktsordinaten der Curven & und % sind, dass bei ersterer der 
Schwerpunkt tiefer liegt als bei letzterer. 

Endlich vermeidet man leicht die der Curve % auferlegte Be- 
schränkung, die Verticale des Punktes 0 nicht wieder zu erreichen und 
nicht mit einem geradlinigen Stück zu beginnen. Man wählt, wenn diese Vor- 





206 A. Kneser, Stabilität des Gleichgewichts von Fäden. 


aussetzungen nicht zutreffen, den Punkt 3 auf der Fortsetzung der Ketten- 
linie & über den Punkt 0 hinaus so, dass er mit keinem Punkte der Ourve % 
auf derselben Verticalen liegt, und vergleicht dann die Kettenlinie 301 mit 
dem Linienzug, der sich aus der Kettenlinie 30 und der Curve & zusammen- 
setzt. Auf diesen ist die durchgeführte Betrachtung anzuwenden, da er weder 
mit einem geradlinigen Stück beginnt, noch die Verticale des Punktes 3 
wieder erreicht, und man findet 


Ju + du: ne Jan p) 
also wiederum 


ae 6 


womit das 'T'heorem II vollständig erwiesen ist. 











Sur le developpement d’une foncetion donnee 
en series procedant suivant les polynomes 
de Techebicheff et, en particulier, suivant 


les polynomes de Jacobi. 
(Par M. W. Stekloff a Charkow.) 


\ , . 14 . . 
1. Soit p(y) une fonetion dune variable reelle y restant positive 
dans lintervalle d e=aäar=b(b> a). 
Posons 


Pla) - /' e. 


et developpons cette fonetion en fraetion continue de la forme 


F(x) = eh 
(1.) Fan u c 
9, | 


a 


q, (s=1,2,...) etant des fonetions entieres de z,c,(s=1,2,...) €tant des 
constantes. 

Designons par Y,(z), ou simplement p,, le denominateur de lan 
reduite de la fraction continue (1.) 

On sait que 


ieme 


fo, Pi; Poyerr, Pu 
sont les polynomes en x de degre 0,1,2,...,n. 
Nous les appellerons polynomes de Tehebicheff (ou fonctions de 
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Tehebicheff) correspondant ü la fonction caracteristique p(x). L’equation 
suivante peut aussi servir & la definition des fonetions 9,: 


(2.) & py,P,\de=V\, 


a 


P,_, designant un polynome arbitraire de degree <n— 1. 


Cette equation (2.) definit completement la fonetion Y,, en faisant 
abstraetion d’un facteur constant independant de x. 


On peut determiner ce facteur par l’&quation suivante: 


(3.) f so,.dz = 1. 


da 


Les polynomes y, et p, satisfont & l’equation 


m 


(4.) [ py.p.de= 0, 


pourvu que mn. 
Tout polynome arbitraire P, de degre n peut se representer sous la 
forme suivante 
(9.) P,= A,W%+ Aı9+:''+4A, 9, 
ou 


(6.) A,= / pp,P.dz (12. 


Je renvoie le lecteur, pour la demonstration de ces proprietes des 
fonetions y,„, aux travaux connus de MM. Tehebicheff, A. Markoff, K. Posse et 
N. Sonine.*) 


Si nous posons, en particulier, 


(a.) »(e) Cr", (“>0,a=—x,)=+z) 
(b.) p(z) = C(z-a)’ e’9, (>03 >-1,=+x) 
(c.) p(z) = C(z-a)'"(b- a), (>0,#>0), 


*) Tchebicheff, divers memoires dans les „Memoires de l’Academie des Sciences 
de St.-Petersbourg“, „Journal de Liouville* et „Acta Mathematica“* (de 1859 jusqu’a 
1586). A. Markoff, „Sur quelques applications des fractions continues algebriques“. 
St.-Petersbourg, 1884 (en russe). HK. Posse, „Sur quelques applications des fractions 
continues algebriques“. St.-Petersbourg, 1586. N. Sonine, „Sur le calcul approximatif 
des integrales definies.* Varsovie, 1887 (en russe). 
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0, o, ß etant des eonstantes, nous obtiendrons trois elasses partieulieres des 
polynomes de Tehebicheff, indiques par V'illustre g&ometre en 1859. 

Nous les appellerons, d’apres M. Sonine, fonctions speciales de M. 
Tehebicheff. 

Dans le cas (e.) ces fonctions coineident avec les polynomes de Jacobi 
fonetions analogues aux fonctions de Legendre, d’apres Tehebicheff) qui les 
a consideres le premier dans le tome LVI du Journal de Crelle. 

Il est interessant d’etudier le probleme du developpement d’une 
fonetion donnee en series, proc&dant suivant les fonetions de Tehebicheff, 
par la m&me methode que j’ai employde dans mes recherches anterieures 
sur les diverses questions de la Physique math&matique.”) 

Je me bornerai cependant au dernier cas, le plus interessant, des 
polynomes de Jacobi, en me reservant d’etudier les deux premiers cas 
'(a.) et (b.)] dans un autre travail. 

lei je remarquerai seulement que la methode que nous allons ex- 
poser dans ce M&moire s’applique sans peine aux deux premieres classes des 
fonetions speciales de Tehebicheff. 

2. Considerons d’abord le cas general. 

Soit p(xz) une fonction arbitraire, positive dans lintervalle donne 
‘a, b), et soient 9, (n= 0,1,2,...) les polynomes de Tehebicheff corre- 
spondant & la fonction p(x) (ou simplement p). 

Soit f(x) (ou simplement f) une fonction queleonque, integrable dans 
lintervalle (a, 5). 

Posons 


(7.) f- B A,9, + HR. A, = [pfy.de. 


221) 
a 


On trouve, en tenant compte de (3.) et (4.), 
») n pP & 
(8.) [ vfde= z A,+S,, 


ou l’on a pose 


(9.) S, = & pR:dx. 


da 


*) W. Stekloff, „Memoire sur les fonetions harmoniques de M. H. Poincare.“ 
Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse, 1901. „Probleme de refroidissement 
d’une barre heterogene.“ Ibid., 1902. 
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L’&quation (8.) montre que S, decroit, lorsque p croit indöfiniment, et que 
la serie 


Ms 


2 
A, 
7 —) 


l 


converge, quelle que soit la fonction f, integrable dans lintervalle donne (a, b). 
La somme de cette serie ne surpasse pas la valeur de l’integrale 


pre, 


de sorte quw’on peut &Ecrire 


(10.) z Aa< [pfde. 
x—ı) . 
3. Multiplions maintenant l’&quation (5.) par pfdx et l’integrons 
entre les limites a et b. 
On trouve 


(11) [ pfP,de= x A,B, 


x 
{ 


ou l’on a pose 
u. / 'pfy.da, A,= [' pP,y,da. 


L’equation (11.) a lieu, quelle que soit la fonetion arbitraire f. 
Employons maintenant le theor&me suivant de M. E. Picard, representant 
une extension du theoreme connu de Weierstrass sur la representation 
approchee des fonctions”): 

Quelle que soit la fonction f, continue dans lintervalle (a, b), on peut 
toujours construire une suite de quantites positives, donnces ü lavance, 


Ey, Eiyereyägyeeey 
formant une serie convergente, et determiner une suite de polynomes 


Para, 


syre+- 


tels qu’on ait 
{ » 
(12.) | P, 





<< E, 
(13.) f=xP. 


s—() 


dans Üintervalle (a, b). 


*) Emile Picard, „Traite d’Analyse“. T.I, p. 275. Paris, 1901. 
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n 
La serie & P, converge absolument et uniformement dans lintervalle 


si) 


donne. 
On peut done &crire 


(14.) = zEP+2 > Q,P, 


si) s—ı 
Rn 
Q, oe = Pr, (s m 
z—=s-+]1 
Les series 
e.) \ % 
u ir, 


s—ı) 2, 


convergent absolument et uniforme&ment. 
On peut poser, en effet, 


(19.) ,= au, 


$ 


a etant un nombre positif, « Etant un nombre donne A l’avance, plus petit 
que Tunite. 

La convergence de la serie IP; est @vidente; quant A la serie 
Z0,P, sa convergence resulte immediatement de ce que, en vertu de (15.), 
a s+1 


- WU 
1l—u' 





(16.) az 2.19 


a’ | 
Te TE 
$ 1—u' 
Comme P, est un polynome de degre s, on peut €crire, en tenant 
compte de (11.), 


(17.) ["pPide= = A, 


t 


\ , ‚ 
ou l’on a pose 


An = / pP. P.d«. 


On a de meme 


(18.) /'v0.P.de= x A,B,, 


x—ı) 
a 






















B,, zu [ PY; Q,de. 


On trouve, en vertu de (17.), 


(19.) 


s=U. 


0. 


.. ”, N 
P) / pP,dxe = 


Üette serie converge absolument. 


On peut done ehanger l’ordre des sommations et 


(20.) 


puisque, en vertu de (2.), 


FL. a=$ L 
v = 4° —- 5 
pen — 4 sX ni — 
2 2 nah g 
A_=U 
Ss“ 


pour toutes les valeurs de lindice s < z. 


(9 
(21 


On 


Considerons maintenant la serie 


) 


Ss — 


a, en vertu de (18.), 


(22.) 


2 ss f pO,P,dx. 


a 


I 


su) 2=0 


es 
Y 
2 


T. 
y' 


un 


x 
y . 

u A 

$ 0 zw) 


A, 
x) 
) 


X = 
E 5 A,B, 


> 


sx” 


Demontrons que cette serie converge absolument. 


Posons 


et eonsiderons la serie 


(23.) 


On 


d’ou 


“ 
< 


ı 


Mais, en vertu de (17.) et de 


x—$ 


z A, 


k=U 





=$ 


* 7 
0,< E (A,+B,)- 


I 


a 


— [» P’d«, 


x—ı) 


a 


(10.), 


x=$ 1) ” 
x—( . 
h 


, </ pP:dz +/ Q, de. 
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De cette inegalit€ on tire, en tenant compte de (12.), (15.) et (16.), 
0,< Mu“, 


ou l’on a pose 


M=«a (1 + A a. [ pd«. 


Cette inegalit€ montre que la serie (23.) converge absolument. 
On peut done €erire, comme pr&ecedemment, 
J. 


(24.) 22 2 A,B,=2 83 3 A.B, 


sh) zei) zu) 8 


D’autre part, la serie (14.) etant uniform&ment convergente, on trouve 
.b R . I. ab 
/ pf dx = s / pP;,de-+2 zs / pQ,P,d«, 


d’ou, en tenant compte de (19.), (20.), (21.) et (22.), 


"se 


h L SL 
z ) u. . 2 f in \ 
[ pfdax= Z(2 A, +2 8 A,B,) 
« X —) 8 q 
ed 


s—=U 


Mais, la serie (13.) etant uniformement convergente, on a 


s—() $ 0). 


% 2 —: ‚Lt 
& A„+2 3A„B„=(2 / pgy. PP. de) 
st 


{ , 


db 2 h 
= (/ py.\ 2 P,)dx) = A). 
ou Yon a pose 


Am [ pfy,de. 


On trouve done 


25.) [ pfdx = B> A}, 


c’est-A-dire [l’Egalite (9.)] 


(26.) lim S,=lim / pRide = 0. 


p=R p=. « 
a 
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On peut done Enoncer le theor&me suivant: 
Theoreme. Quelle que soit la fonction f, continue dans l’intervalle 
donne (a, b), on a toujours 


Sr da = , A, A, = / pfo.dz, 


174 


p,(#=0,1,2,...) etant les polynomes de Tchebicheff correspondant äü la 
fonction donnee p*). 
4. Soit w une autre fonetion satisfaisant A une seule condition 


b 
2 2 
[ Wwar< 0, 
a 


0 &tant un nombre assignable. 
Multiplions l’&quation (7.) par wdz et l’integrons entre les limites 
a, et z en supposant que 
a<a,<b, aze<b. 
On trouve 


[fwda=Z A,B,(a)+ /"R,yde, 


a; a 


ou l’on a pose 


B, =” vo,de. 


a 


Il est evident que 


Ir,|= v4 vR,de, << VS, 


a] 


Uomme S, tend vers zero, lorsque p eroit indefiniment, on peut trouver un 
nombre m independant de x et tel qu’on ait, pour n>m, 


Ir,i<$, 


quel que soit le nombre positif e. 


*) On peut demontrer que ce theoreme reste vrai pour toute fonction f, finie 
et integrable dans l’intervalle (a, b), mais ici je n’insiste pas sur ce point. Comparez 
mon ouvrage „Les methodes generales pour resoudre les problemes fondamentaux de la 
Physique mathematique“. Charkow 1901, pp. 255—258. 
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La serie 


> A,B, (x) 


x—( 


eonverge done uniformement A linterieur de liintervalle (a, 5). 

On obtient ainsi ce th&or&me: 

Theoreme. Soient f une fonction, continue dans l’intervalle donne 
(a, b), w une autre fonction satisfaisant ü une seule condition 


/ vw de<Q", 


() etant un nombre assignable. 
Ces conditions etant remplies, la fonction 


_ 


Tr 
/ fwde, a<ce<h, a<—ce<b 


p 
. 


1 


peut se developper en serie uniformement convergente de la forme suivante 
X F »% L 
/ fwvde= 3A, / p,ydı, A,= / pfy.d«, 
« x « « 


y,z=0,1,2,...) etant les polynomes de Techebicheff correspondant a la 
fonction p (=). 
En posant 


a=a z=b, v=pg, 


on trouve le developpement suivant 


ö pfydı= 3 48, DB, = [ pyy,d«. 


Ad 


La serie 


EZ AB, 


4- 


converge absolument, ce qui resulte immediatement de ce que 


14, B,|<3(42+B) 


et que les series 
Bi % e 
3 A,et SB, 
„—() x—() 


convergent, d’apres le theoreme du n’ 3. 
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5. Supposons maintenant que, la fonetion f etant choisie convenable- 
ment, la serie 


eonverge uniformement dans l’intervalle (a,, b,), a, etb, @tant des nombres 
satisfaisant aux conditions 
a —a<bsb. 
Dans ce cas R, dans l’&quation 
x=p 
[= 2 Ay, +R, 


reste continue dans lintervalle (a,, b,), quel que soit l’indice p, de sorte que 
R=lmR, 


p=% 


est une fonetion continue entre les limites a, et b.. 


Le theor&me du n’3 donne [l’Egalite (26.)] 


lim Ti p(z) R,de=V. 
p=& « 


db} 4; Mn) R 
/ p (x) R, dx < / p(z)R,de, 
quel que soit le nombre entier p. 
On a done a fortiori 


lim / po) R;dr=0, 


P=% 
ad, 


d’oü, en remarquant que lim A, reste continue dans liintervalle (a,, b,), on tire 


p=n 
R db) »bı 
lim / p(z) R,da = / p(x)Rdz=V(, 
u“ ar 
e’est-A-dire 
R=V0 
pour toutes les valeurs de x, comprises entre les limites a, et b.. 
On a done 
f= 3A, Pa 


x—ı) 


Le theor&me suivant est done demontre: 
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Theoreme. Toute fonction f, continue dans lintervalle donne (a, b), 
se developpe en serie, procedant suivant les polynomes de Tehebiche/f, dans 
tout intervalle (a,, b,), situe a linterieur de Üintervalle donne (a, b), si cette 
serie converge uniformement dans lintervalle (a,, b,). 

Ce developpement a la forme suivante 

x 


fm & A, Pa A ® p (z)fYy, de. 


X 


y,(#=0,1,2,...) etant les polynomes de Toehebicheff correspondant ü la 
fonetion caracteristique p (x). 


11. 


6. Appliquons maintenant ces theor&mes generaux au cas partieulier 


des polynomes de Tehebicheff ceorrespondant a la fonetion caracteristique 
p= Ü(z-a)"'(b- ze)” (a >0, >) 
en supposant, pour plus de simplieite, 
C=1a=-—-1l,b=+Hl1. 


Dans ce cas, comme nous l’avons deja dit, les polynomes de Tehebicheff 
eoineident avec ceux de Jacobi que nous designerons par‘ 


y f \ 
T T) (n=V,1,2,...). 


ı \ 


On peut les definir par l’&quation suivante 


+1 
(1.) / »T,P,,de=®, 
ws 

P,_, designant une fonetion entiere arbitraire de degree — n—1. 

Nous supposons que le coefficient de x” dans l’expression 7, soit 
egal A Y’unite. 

Posons 

V, nun C, u 

C, etant une eonstante arbitraire. 

La fonction V, satisfait evidemment & l’equation (1.) et & l’Equation 
differentielle de la forme suivante 


2) (1-e)V, +e—-P—(o+P)z]V; +n(a—-1+a+P)V,=0. 
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Nous designons, en general, par F' et F’ les derivees du premier et du 
second ordre de la fonction F. 
Determinons C, par l’equation 


+1 : 
(3.) [ pVide=1. 
Me“ 
On trouve 
(4.) Ü= (@a+ß+n—1)--(«+P+2n—2)I(a-+8+2n) 
2 22 +8+2n-1T(n+1)I(a+n)T(8-+n) 
Les polynomes V, et V,, satisfont A la condition 
(5.) / OV,V,de=0, 


| 
pourvu que n= m. 
La fonetion V, a pour les limites de l’intervalle (—1,-+ 1) les valeurs 
suivantes: 
, 2. aaa 38+1D--(d$+n—1 
(6.) .41)=0.2 en +ß+ 5, 
a(@a +1). (@e-+n—1) 5 
(ea +8 +n— 1): (a +ß+2n—2) 
Ues formules nous seront necessaires dans ce qui va suivre. 
7. Supposons d’abord que 
u>1 A>L 
Designons, avec M. Posse,'*) par T“” la fonetion qu’on obtient en remplacant 
dans l’&quation [n’6, l’&quation (1.)] 


(7.) g (— 1) u C, (— 1)" y 2: 


+1 ; 
/ (1+2)"(1-e)"T,P,-de=0 
Ki 
aet? para+l, P-+1. 
On sait que 
) AT, . (1) 
(8.) dx nT,. 1* 
Designons par C/, la constante, definie par l’equation 


[c® 7 f  (A+e)%(1-zY (TO Ydr=1, 
*) Voir, par exemple, Posse: „Sur quelques applications des fractions continues 


a p. 48 etc. St.-Petersbourg, 1886. 
**) K. Posse, mem. cite, p. 49. 
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On trouve 
Yv„=C,T, V/P, = c9,T® 


n—1 n—1 n—1}% 


et Y’equation (8.) donne 


Ge ra, U 
ou, en vertu de (4.), 
(9.) > = — Yz,V 9. 
De cette @quation on tire 
(10.) = = 2x, e . z,=n(e+ßP+n—]). 


Substituant ces expressions de V, et V," dans (2.), on obtient l’&quation 


n 


suivante 


(1) 
11) A-) +le-B-(e+Ma] VD, + Vz, V,=0 


X 
L’integrale generale de l’&quation de Bernoulli 
5 dy > ı ) ; N ’ 
se represente sous la forme suivante 


C-V, FF A+2)e-1(1— 2-1 V,dz 
ER. 
it A+z)"(A—z)P 


Nous obtiendrons le polynome V,),, en choisissant convenablement la con- 
stante C. 
Il est aise de voir que (© doit 6tre Egal A zero. 


En effet, la fonction 


fo» VY„dz 
. :— 
p(1— 2)? ’ p=(l1+z) '(1-x) f 
reste continue dans lintervalle de ae=—-1l&azr=+1 et pour les limites 


memes; il en est de m&me du polynome V”,, ce qui est &videmment 
possible sous la seule supposition que 
C=ßd. 
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On trouve done 
’ 
/ pV,. dx 
” pll-e’) 
Soient a, et db, deux nombres quelconques satisfaisant aux conditions 
—l1<a<b <-+l. 
Considerons les valeurs de V®, pour les valeurs de x, comprises dans 


l’intervalle (a,, 5,). 
On a 


( / “2 a2) ( (pr: 42) 
| = 


—1 / r 
2 a } Z U, 
p(l—=‘) 


| Fr NER, Y z, 


ou l’on a pose 


( Spae) 
—1 


p(1—a?) ' 


Cette fonetion U reste continue dans l’intervalle (a,, b,). 


U= 


On peut done assigner la limite superieure du module de cette fonction 
dans l’intervalle considere. 

Cette limite ne depend, evidemment, que de p et des nombres a, et b.. 
En le designant par A on trouve 


(12.) Iv»DI<4AVz, 
pour toutes les valeurs de &, comprises entre les limites a, et b,. Uette 
inegalite a lieu pour tous les polynomes de Jacobi, au moins pour les poly- 
nomes dont les parametres @ et 9 sont plus grands que l’unite. 


On peut done €cerire, en general, 
(13.) IV,.I< Alz u = AV/(n+1)(a+Pß+n). 
ee BD 


8. Cela pose, considerons la serie 


.) 
P} A, # 


nt 


Supposons que f admette les derivees des deux premiers ordres dans l’inter- 
valle (—-1,+1). 
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On trouve, en tenant compte de (2.), 


-1 +1 
A, = f pfV,de =-— . | / pfi1-z’)V, + [ea —P—-(e+PM)z)V,!de|. 


Run | —1 
Or 
ti d Re: 
pfll-a)|V,.de. 


dx - 


a pfi-e)V, de=-— / 


«/ 


ER —1 


d’ot, en remarquant que 


/ ” l IN 
ple-B-(e+P)a]= „„[p(1-=")] 
on tire 
l ‚rl as # 7 ! I 
(14.) A=— = / (+2) (1-zyf V,.da. 


La nouvelle integration par parties donne finalement 


1 „rl ne \/ \ N ' F\ Ja 2 
A=t ("dt jle-B-C+MeDr +)" V,da 
n « 
ri = 
(15.) l „rl V 
pwYV,de. 
An / 





Rt 
ou l’on a pose 
v=[a-ß-(e+P)elf +1l-e)f. 


On a done 


(15.) AV.=." [" pwV,de=-:B, 


An 
De cette Egalite on tire 
. War 
y- n 2 
A, V,| ee (= + B?), 





ou, en vertu de (13.), 


’ A’ (an +1)(a+ß+n) 1 En 
1A, rI< 2 n(a+ßB+-n—1) %, r 2 B, 


Il est Evident que la serie 
”(n+1)(a+ß+n) | 


u nl +ßP+n—]1) %, 


converge. 
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La serie 




























EB: 


nn!) 
converge, d’apres le theoreme du n° 3. 


Il s’ensuit que la serie 


(16.) AV, 


IMs 


n—=( 


converge dans l’intervalle (a,, 5,). 
On peut dire que la serie (16.) converge uniformement & liinterieur 
de l’intervalle donne (—1,+1), car a, et b, satisfont A une seule condition 
l1<a<b<H+tl. 


On peut done @noncer la proposition suivante: Toute fonction con- 
tinue et admettant les derivees des deux premiers ordres dans lintervalle 
(—1,+1) se developpe en serie uniformement convergente procedant suivant 
les polynomes de Jacobi, si les parametres « et $ de ces polynomes sont plus 
grands que l’unite. 

9. Supposons maintenant que 

(17.) u. Be 


Designons par V(” la fonetion qu’on obtient en remplacant dans l’&quation 
(1) «et par a+2 et +2. 
Par V, nous designerons maintenant la fonction correspondant aux 
parametres « et ? satisfaisant aux conditions (17.). 
On a, en tenant compte de (9.), 
av, 
n—1 1 1 
ya yo, 20,=(n-1)(a+ß+n) 
Substituant cette derniere expression dans (11.), il viendra 


V, un ler; 2 (1 dc ) ) ar, u. 3, +[e — —(a+P)x] v.. 


Y%*n 


On peut done &crire, en tenant compte de (15.), 


a‘ 


- 1 | ea B— (e+P)e ya) \ 


Y An Yx, a > 


BR 2 la- _ vo, 
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Posons 


S= ZB V®, = 2 _—-B,/0 
er z n"n—ıı MIT — n 


n—]* 
TA n—? Kn n=?%, } m 


„el) 
V«, -1 


m = =: 
V*%. 


il viendra 
= A,V,=- (1-2) 8, -[@—-ß—-(0+ß) 2] S. 
Il s’ensuit que la serie 


(18.) E A,V, 


converge, pourvu quil en soit de m&me des series S, et $,, 
Il est evident que les quantites m, (n=2,3,...) ne surpassent pas 
une certaine limite B, 
La serie $, converge, par consequent, en m&me temps que la serie 
m ’(?2) 


Por. 
3 ——B,. 


=2 En 


Or, ehacun des parametres des polynomes V{, est plus 
On trouve done, en tenant compte de (12.) 
(19.) VI AV. 


D’autre part: 


grand que l’unite. 


| vo, | (y@ N: 
2 - . B, | << e = +B.. 
| An | Kn 


La serie ZB, converge, d’apres le theor&me du n’ 3. 
Quant & la serie 


» (VO): 
u % in 2/ 
z » 

ni) Kn 


sa convergence resulte de ce que, en vertu de (19.), 
(2) \2 
(Wi) 


a 
—— < A’m; 
+ % 


‚n 


et que la serie 


= 1} l 
5 m, 
a: % 


n 


converge. 
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Il en resulte que la serie S, converge et cela uniform&ment (et 
absolument) dans tout intervalle (a,, ,), interieur & lintervalle (—-1,+1). 

La eonvergence uniforme de la serie S,, entre les limites a, et b,, se 
demontre de la m@me maniere. 

On conelut de ce qui pr&ecede que la serie (18.) converge uniformement 
a Tinterieur de Üintervalle (—1,+1) meme dans le cas, ou chacun des 
paramötres «a et 9 des polynomes de Jacobi est plus petit que l’unite. 

Ce resultat ainsi que la proposition, etablie dans len’ 8, nous per- 
mettent d’Enoncer ce theor&me general: 

Theoreme. Toute fonction, continue et admettant les derivees des deux 
premiers ordres dans Üintervalle (-1,+1), se developpe a l’interieur de cet 
intervalle en serie uniformement et absolument convergenle, procedant suiwvanl 
les polynomes de Jacobi, quels que soient les parametres « et 5 de ces 
polynomes. 

Le developpement a la forme suivante 


e. 


‚+1 
[= s A, # 4,= Er (l1+2)"(1—-x)" fV, dx. 


nt) F 
—] 


III. 
10. En terminant mes recherches j’indiquerai encore un theoreme 
utile dans quelques applications. 
Designons par U la fonetion suivante 


. dx 
Fu 
"= / dHerd-a)' 
Cette fonetion reste continue dans Vintervalle dee=—-lär=+Hl, elle reste 


aussi continue pour les limites de cet intervalle, si 

au Buch 
et devient infinie pour &=—-letxz=+l, si 

u A Pe 
Il est Evident que l’expression 

A„U+B,, 

A, B, etant des constantes arbitraires, represente lintegrale generale de 
l’equation differentielle 


(1-a’)y' +l@a—-P-(e+P)ae]y=0. 
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t | En employant la methode de variation des constantes arbitraires on peut 
. representer l’integrale generale de l’&quation 
e | (1.) 1-z)y"+f@a -P—(a+P)z]y +2,V,„=0*) 
| sous la forme suivante 
{ y-U(a,—z, / pV,de)+b,+z, [ pUV,da. 
5 ei er 


Choisissant eonvenablement a, et b, nous obtiendrons la fonction V,, represen- 
“ | tant une solution partieuliere de l’equation (1.). 
Il est aise de s’assurer que dans ce dernier cas 


„+1 
q | a,=0, b,=V,+D-z, / pUV,de, 
Lt bh 
i | quels que soient les parametres « et P. 
Ss Si 


eh! Koi 
on trOouve 
+ 
vr. +D=b,+z, / pUV,de, 


1 


et, en vertu de (1.) de la Section preceedente, 


u 
„us, / pV,de=0, 
In. 


e 
ce qui resulte immediatement de ce que U devient infini pour = +1, tandis 
que V, (+1) a une valeur bien determinde. 

Si 
a<ı A<I 
e 
on trouve 
+1 
V.(+D-V,(-D-mf pUV,dz 
— 1 
”e U(+1)—U(-1) 
- ‚+1 - 
b,=V,+D)-%, / pUV,dz 
a 
U(+1) CL _V/ a in hl m 
r UN) 00-1) IV, +-ND-V,—1)) A / pUV,d«)!. 
6 ) 


*) Rappelons que 
anna +3 +n—1). 
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Il est aise de demontrer que 
(2.) V.+D)- V.-D-2, [" pUV,dz -& 


En effet, l’&quation 
1-ze)V,+fe—-P—-(o+P)z]V,+x,V,= 0 
donne 


‚+1 ‚+1 
2, / pUV,da= / pU[1-a’)V! +[a—-P—(a+Pß)z]V/,]ldx 


+ d . . 
=/ pU _|(+z) (1-z)’V,]dz, 
1 


d’oü, en integrant par parties, 


—: F PUV,dae=Ull-a) (1-2) V' er [ | V,dx 
= d- 1) Vi+ 1), 
puisque 


U(l+z)(1-e)V, 


( 


V. 


On a done dans tous les cas 


.=0,6,=V,(+D)-z, /[ pUV,da, 


if 


et enfin 


3) V,=1,4D+z| fuv, da-U [pV,de-— | f" puv.ae) 
1 


BER > ee 


ou, en vertu de (2.), 


4) V=V,-D4+m| fpUVde-U [pV,.de| 


11. Supposant que f admette les derivees des deux premiers ordres 
dans lintervalle (— 1,-++ 1) et tenant compte de l’&quation (4.) on peut Ecrire 


AN,=AV-N)+ [pwV,da| (piV.aa-U f’pV.de), 
F 


l u 
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puisque dans le cas consider 


‚+ 


1 1 
A,= / pwV,da 
[l’equation (15.) de la Seetion II]. 

Posons 


n—ı) n—) 
—] 


S=-EAVN, S=2 /[ pyV,de- [ pUV,dz, 


+ je En 
= 2 pwV,d«- / pV,de. 


ei) 
uf 1 


Il est aise de s’assurer que la fonetion 


dx 


pU=(1+z)(1- la er range 


reste continue entre les limites — 1 et +1 ainsi que pour les limites m&mes. 
Il existe done un nombre @ fini et positif tel qu’on ait 


Fe p’ U’dz< 0”. 
—1 
Cette condition &tant remplie, la serie S converge uniformöment dans linter- 
valle (— 1,+1), d’apres le theoreme general du n’ 4 de la ‚Section T. 
Il en est de möme de la serie S;. 
D’autre part, on a 


JS. 
B; A, V, — S, 2. S, u US.. 


ni 


Il s’ensuit que la serie 


L 
(2.) Bi: A n } n 
n—() 


converge et cela uniformement, si la serie 


I. 


(6) ri 


converge. 
Nous pouvons aussi demontrer de la m@me maniere que la serie >. 


converge uniformement dans lintervalle donne (—1,--1), si la serie 


(6..) > A,V,(+1) 


n—() 


converge. 
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La demonstration restera la m&me, il faut seulement prendre pour 


V,lexpression (3.) [au lieu de (4.)). 
Theoreme. La serie 


% +1 
EAV,  A= f" pfV.de 


nn) 


converge uniformement dans Üinterecalle dd e=—-lüzx=+l, si elle con- 


verge pour Üune des limites de cet intervalle”). 
12. Posons, pour simplifier V’Ecriture, 
vr, +l))=U, 
et considerons le rapport 
U}; 


2 * 
U n+l1 


On trouve, en tenant compte de l’@quation (6.) de la Section precedente, 


Urrı u Cr («+3 -+n—1)’(ß-+n)’ 
U} CG (a+ß+2n—1)’(a+Pß+ 2m)” 
D’autre part, l’&quation (4.) de la Section II donne 

4 Chr _ (a +ß+2n —1)(e+ß+2n+1)(ea+P+2n) 
C (n+1)(a+n)(P+n)(a+fß+n—1) 


On a done 
(7) uU: (e+n)(n-+1)(e+ß+2n-—]) 


U, (B+n)@a+B+n—I)(e +ß+2un+ 1) 
Formons maintenant la suite des quantit&s positives 


®ıs Urese, Uns» 
en posant 
U; 
® — (1.2...) 
n u 
Considerons la difference 
®, 
re 
Un+1 


qui, en vertu de (7.), se represente sous la forme 


K _ (tn latB+2n N le+B+ m a4) | 
r (B+n)(a+B+n— 1) (a +P+2n+1)n 


*) Il est aise de demontrer aussi que si cette serie est convergente pour l’une 
des limites, elle le sera egalement pour l’autre, et cela sous la seule condition que f 


admette la derivee du premier ordre. 








Posons 
[04 5 PB = Tr 


et formons la fonetion 
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2929 


u‘ 


((®) = (n+2—ß) (@+2n—1)(e+ n) (n+ 1) n(n+P)(c+ — 1) (r+2n+1l). 


Il est aise de voir que liinegalite 

f(x) > 
entraine liinegalite 

K, >V—. 


Formons la derivee 


f () = (a+1))(a+n)[|22 +3n-(1+P)) + mn +2- Pc +2n—1)! 


/ı 


—na+P) ce +n-1)Br+5n-+1). 


On a, pur zr=(, 
f(0) = 2n|n’(3—2P)—1|. 
f' (0) = An’ (3-28) +n(2- PB) —-2n+B. 
On voit que 
f(0) >0., f(V>0, 
pourvu que 


2 _—- 
f} < 


i — 


iv 
» 


pour toutes les valeurs de lindice » plus grandes que 


(8.) m=E( )+ 1.) 
Y3 —2P 
Posant, en effet. 
1 
n = = -7B, 
ywa—Z 
on trouve 
f(O)=2nz215—2/5(22+1), 
f'(0()=-——- +103+43°8—-2%)(-—— — +3)+(2-B)n’+ß, 
‚a2, ' 4,” x 7 Ylac Zu nid 


Rx 


) Le signe E designe le plus grand nombre entier, compris dans 


oO 
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dot Yon voit que f(0) et f'(0) sont positifs pour toutes les valeurs posi- 
tives de z (B<?). 

On en conelut que f(O) et f' (0) restent positifs pour toutes les va- 
leurs de» plus grandes que m, [l’Egalite (8.)]. 

Formons enfin la derivee du second ordre f' (x). 

On trouve 


f )=6zr[n(2-P)+1])+2[n’(8-5P) +2 —-P)n—(1+P)], 
d’ou Von voit que f(x) reste positif pour toutes les valeurs positives de 
z et pour toutes les valeurs de » plus grandes que 
m=E(g)+1. 
q designant la raeine positive de l’equation 
n (8S-5P)+n(2-P)-(1+P)=V. 
Il siensuit que f(x) est une fonction eroissante de x; elle reste done posi- 


tive pour toutes les valeurs positives de x et pour toutes les valeurs de n 
plus grandes que m, m designant le plus grand des deux nombres m, et m.. 


On en conelut que f(x) reste aussi positif pour toutes les valeurs 
positives de x et pour n_>m, pourvu que 


) a; 
fa « 


, . . 


IL 092 
° 


On peut done dire que, A partir d’un certaine nombre n>m, on a toujours 
(9.\ K,>0 


at 


sous la seule eondition: 


puisque, d’apres la supposition, 
> -B>U 
L’inegalite (9.) montre que 
%4ı <®, 
pour 2» >m. 


Les quantites 


Ü;. U). u... © 


n» ... 


forment donc une suite de quanlites non croissantes. 
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13. Reprenons maintenant la serie (6,.). qu’on peut representer, en 
tenant compte de (15.) de la Section precedente, sous la forme suivante 
L U, 
3—B, 


n —ı Kun 

On a 
U, 
| x. 


U: h h | 
|< Hm) rm) 


T. 
La serie & B, converge, d’apres le theoreme general du n’ 3: la serie 


ni 


Un 


vs 


n—=0#n 
converge, d’apres le theoreme connu d Abel. 
Il siensuit que la serie (6,.) converge, d’oü l’on eonelut, en tenant 
compte du theoreme du n’ 11, que. la serie 


7 ‚+1 
(10.) zAaAr. A= / pfY.dx 


converge uniformöment dans Üintertalle (—1,-+1), si les parametres « et? 
des polynomes V,(n = 0,1, 2,...) satisfont a la condition 


a 


4 
P° 9 
o. est un nombre positif arbitraire. 

Nous pouvons aussi demontrer de la m&me maniere que la serie (1. 
converge uniformöment dans lintervalle (-1.+1), si les parametres « et 9 
satisfont a la condition suicvante 


Rn 


5 est un nombre positif arbitraire. 

La simple comparaison de ces propositions avec le theoreme du» 4 
nous amene au theoreme suivant: 

Theoreme. Toute fonction arbitraire, continue et admeltant les deri- 
vees des deux premiers ordres dans lintervalle (-1,-+1), se developpe en serie 
uniformöment convergente, procedant suivant les polynomes de Jacobi, pourvu 
que les parametres « et 7 de ces polynomes setisfont a lune des deur con- 
ditions suivantes: 
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1) P< >‘ 

a est un nombre positif arbitraire; 
3 
2) u< 5, 

7 est un nombre positif arbitraire. 


C'est un theoreme analogue A celui du n’ 9; mais dans le cas que 
nous venons d’etudier, la serie 


EA,V, 


Kt 
eonverge non seulement A liinterieur de Yintervalle (—1,-+1), mais encore 
pour les limites de cet intervalle. 

Dans le cas 

am) Bel 
les polynomes V, se reduisent aux fonetions de Legendre. 

Les conditions 1) ou 2) sont satisfaites et le theoreme precedent de- 
montre la possibilite du developpement d’une foncltion donnee en serie proce- 
dant suivant les fonctions de Legendre.“) 

14. Supposons maintenant que la fonction f n’admette que la derieee 
da premier ordre dans l’intervalle (—-1,-+1). 

L’equation (14.) du n’8 donne, en vertu de (9.), 


A=-, (" (1+2)‘ 1-z)’ f VO, de= 
”... 


B, 


\#n 


On a done 


Demontrons que la serie 
no U, 
y n B,. 
nl V#n 


ou, ee qui revient au m&me, la serie 


54 V,(+1) 


Nn—() 


eonverge. 


*) (/ertainement, sous la supposition que cette fonction reste continue et admette 
les derivees des deux premiers ordres dans l’intervalle (—1, +1). 
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Pour cela, considerons la difference 


£ 
Dani, 
I/n+1 
Posons, comme dans le n’ pre&cedent, 
a+ß=a 
La condition 
L,> 0 


se reduira [en vertu de (7.)] & la suivante: 
(n+1)(n-P+zx) (ce +2n— 1)—(P-+n) (ce+n—1) (2+2n+1)>0. 

Considerons la fonetion 

f(&) = (n+1) (n—-P+zr) (ce +2n— 1)—-(P+n) (c+n—1) (2 +2n+1). 
On a 

f(0)=2[n(1-2P)+P), 
d’ot Von voit que 
VO) >0, 

pourvu que 

(11.) B< 
Formons la derivee 

f (<) =2x2(1—-P)+2n (1-2P)—(1-+P). 

La condition (10.) &etant remplie, la fonetion f (x) reste positive pour toutes 
les valeurs positives de = et pour toutes les valeurs de lindice » plus 


grandes que 
. 1-+-/ \ 
m=E ( —. 1. 
2 1-2B)/T 
On en conclut immediatement que f(x) reste positif pour les m&mes valeurs 
de x et de n, puisque f(0)>0. 
On trouve done 


U,,, <U, pourn m, 
1 
sı %<Z5, quel que soit le nombre «. 


Il s’ensuit que la serie 
” [/? 
2 — 


n—1 #n 
converge. 
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La convergence de la serie 


est deja demontree dans len" 13. 
Il en resulte que la serie 


E AV,+1) 


n=( 
converge absolument puisque 


. U2 
2|A, V, (+ 1)|< = + B.. 


n 
n 


On obtient ainsi la proposition suivante: 
La serie 


(11.) 3 4A 


N) 


y 


N n 


converge absolument, pourvu que la fonction continue f admette la derivee du 
premier ordre et les parametres «a et % des polynomes V, satisfassent a la 
condition 


a est un nombre positif arbitraire. 


Il est aise de demontrer aussi que la serie & A,V,(—1) converge, 


ni) 


1 
pourvu que le parametre « <- >E P etant quelconque. 


Cette proposition, combinde avec le theoreme du n’ 11, nous amene 
a ce theor&me: 

Theoreme. Toute fonction f, continue et admettant les derivces des 
deux premiers ordres dans lintervalle (—-1,+1), se developpe dans cet inter- 
valle en serie uniformement convergente, procedant suivant les polynomes de 
Jacobi, si les parametres « et de ces polynomes satisfont a une des deux 


conditions suivantes 
> 
1) [ 7 
a est un nombre positif arbitraire; 


2) 
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est un nombre positif arbitraire. Dans ce cas la serie converge non 
x ). I. . . . “ 
seulement ü Üinterieur de lintervalle (—1, +1), mais encore pour ses limites, 
et cela sous la seule condition que f admette la derivee du premier ordre. 
15. Remarquons enfin qu’on peut deduire ce theor&me de la propo- 
sition que les quantites 


®|s O) “ee... ® 


forment une suite de quantites non eroissantes, si @ et /? satisfont A une des 
deux conditions 


“ 
w 


} 


w 
- 


1) Brza,' >09, 
2) 0 . 3 UV), 
(voir n’ 11). 
Ä 9 
Supposons d’abord 
il 


et eonsiderons les polynomes F, et V\.. 


{ ) | 


Le parametre 5%, =P+1 du polynome VC, satisfait evidemment 


linegalite 


On a done, pour n assez grand, 


v» (+1)]’ 
(12.) Matdl 9» 


%n 
0 etant un nombre assignable. 
Reprenons maintenant l’equation (14.) de la Section pre&eedente. 
On trouve, en vertu de (9.), 


PETER 5 


] %, n 


*) Puisque 
[rd cHD]E _[PO,CHDE =®, 


. ki 1 
Ei x 


Kn 
„(!) 


n—1l 7 


et les nombres (n=1,2,...) ne surpassent pas une certaine limite. 


n 
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D’autre part, l’egalite 


dee pV„dx 
Be 21920 er er rc 
j n—1 ) £n p (1— x?) 
(voir n’ 7) donne 
/ = 1 
v2, HD. 
On trouve done 


(1) 
A,V,+D)=2B re DB, 


d’ou 


D(+DPı 


141,4 Dj al" +B}). 


% M 
La serie 
rO,C+HD?ı 
An An 


converge, en vertu de (12.); il en est de m&me de la serie EB}. 
Il s’ensuit que la serie 


3 A4,V,(+1) 
n—=() 
conVerge, pourvu que 
1 
P< a. 


— 


Cela suffit pour etablir le theoreme du numero preeedent. 





Ein Brief von Niels Henrik Abel 
an Edmund Jacob Kiülp”). 


Paris, le 1 Novembre 1826 
In einem Brief, den ieh von Herrn Geheimrath Crelle empfangen 
habe schreibt er mir dass Sie von Ihm Erläuterung einieer Stellen in 
meinen Abhandlungen verlangt haben, Der Herr Geheimrath bittet mich 
ihnen diese Erläuterungen zu geben. Das thue ich mit grösstem Ver- 
enügen und danke ihnen dass Sie mich auf das aufmerksam gemacht haben 
was in meinen Abhandlungen weniger deutlieh ist. — 


Die erste Schwieriekeit [die] Sie eefunden haben rührt von einem 
o L = 


- £% 


Druckfehler her: Seite 75°”) L. 6 von unten steht: 
„Es sei z.B. 


a [> 
ul 


*) Den nachfolgenden bisher unbekannteu Brief Abels veröffentlichen wir mit 
rütiger Erlaubniss seines Besitzers, des Herren Professor Dr. J. Schneider in Darmstadt. 
Abel erwähnt diesen Brief in einem Schreiben vom 24. Oktober 1526 an Holmboe 
(N. H. Abel, Memorial publie a l’occasion du centenaire de sa naissance. Correspondance 
d’Abel, lettre XVIII p. 46). In Folge einer Anregung der Herren €. Störmer und F. Engel 
haben die Herren Scheffers und Dingeldey in Darmstadt diesen Brief gesucht und gefunden. 
Obwohl das Schreiben nur Erläuterungen zu dem Unmöglichkeitsbeweise Abels (dieses 
Journal Bd. 1, S. 65— 84) und einen nothwendigen Zusatz zu seiner kleinen Abhandlung 
„Auflösung einer mechanischen Aufgabe“ (ebenda S. 153 — 157) enthält, veröffentlichen 
wir dasselbe in seiner ganzen Ausdehnung und worteetreu nach dem Originale, als eine 
Erinnerung an einen der ersten und einen der grössten Mitarbeiter des Crelleschen 
Journales. Der Herausgeber. 

**) Dieser Druckfehler ist in Bd. I, S. 77 der Gesammtausgabe von Abels Werken 
von L. Sylow und S. Lie bereits berichtigt. 
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„so folgt daraus: 
r+p-r 


(4)=°(4) 


m 


Es soll heissen: 
so folgt daraus: 


’+p—r 


(2)=e(H) ) 


m 


u 


Wenn man nämlich den beiden Seiten der Gleichung (1) die durch (2) 


ausgedrückte Verwandlung unterwirft so erhält man 


A, ytr A, 
(4) | =0(% ) 


m m 


dass heisst die Gleichung (2) 


r +p—r 


p- 75 u. 76 ist bewiesen dass eine Function » die eine Anzahl Werte 
hat die kleiner als p ist nicht verändert wird [durch] eine beliebige wieder- 
kehrende Verwandlung vom Grade p. Nun sind 

aßyd..cn Byds..na 
(3 vdoEe..n 4 und ve BI u 
zwei solche wiederkehrende Verwandlungen vom Grade p wenn p die Zahl 
der Zeiger ist; folglich wird der Werth von ® durch diese Verwandlungen 
nicht verändert, wenn man sie nacheinander operirt. Nun bedeuten nach 
der Definition diese zwei Verwandlungen auf einmal dass man erst 
Io Ip Ey, Ed + IE, 
in 
Ta Er 0 Em 00: Em Ex 
und nachher 


Ta T,, TS. In ...,. Tu Lı 


Ä 
in 
2, En Ip Ch + Ep 


verwandelt welches offenbar dasselbe ist als auf einmal 


re, 


In Ip Ip Di oo; Cu 8, 
in 
2, I En Eh + 8 8, 
zu verwandeln 
Die Grössen z;, ..., 2, x, behalten also ihren Platz und nur die 
drei Grössen z,, 2;, z, werden permutirt nämlich 


Lu, Ta, T, 











Ein Brief von Niels Henrik Abel an Edmund Jacob Külp 


in 
D,, Day % 
Diese Verwandlung wird aber durch 
e Pr Y\ 
vo ß/ 
ausgedruckt. Folglich wird die Funetion vo durch diese Verwandlung nicht 
verändert. u. s. w. 


Dass Seite 80 «u nicht gleich 2 oder 3 seyn kann wird folgender- 
maassen bewiesen: 

2. Es sey u =2. so ist v,+o, eine Function die nicht verändert 
wird wenn man die 4 Grössen x, &;, 2, x; auf allen möglichen Weisen unter 
einander vertäuscht. Die Funetion v,+v, hat also die Form (a) also 

vr =Yp (2,) 
o,+v, hat also fünf Werthe nämlich 
p(zı), Plz), Plz), Pla), PR). 
Ebenso hat man auch 
0.9 = f(z) 
und also 
(— 9) (#- 9) = #°—p(z,).s+f(e,) (= R) 
wo z eine wilkürliche Grösse. 
Nun aber ist 
(3 —0,) (3— PD.) (3 -v;) (3—2,) (3—v;) 
= #°—p.2°+p.2°—p".2+p".2—p""(=R') 
wo p, p' etc symetrische Functionen von z,, 2, 2, 2, 2, sind. Daraus 
folgt dass A’ theilbar mit R ist. Dass heisst 
R = R.S = (#"—-y(z,).s+f(z,)).S 
wenn man hier &, in 2, 2, x, x, verwandelt so behält AR’ denselben 
Werth also [ist] R’ durch den fünf Grössen 


3 — p(z,).2+f(z,) (= 01) 
2 — p(2.).s+f(@:) (= 0:) 
2 — p(23).3+f(®;) (= 95) 
= — p(2,).2+ fm) (= 0.) 
2 — p(25).34+f(25) (= 9) 
theilbar; AR’ aber ist nur eine Function von fünften Grade nach z, also 


31” 
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müssen nothwendig wenigstens zwei der Funetionen @,; @; .... 0; einen 
gemeinschaftlichen Factor haben. Dass heisst es müssen z. B. die zwei 
Gleichungen 
’—-p@).5+/l@)=0  3’-pla).s+fle) = 0 
eine gemeinschaftliche Wurzel haben. Diese Gleichungen geben aber 
_ I@)—f@,) 
y(z)—y(e,) 
aber weil 2 —Y(x,).s+f(z,) = (2—v,) (3—v,) so ist auch dieser Werth von 
z ein Werth von e also z. B. 
f(2,)—- f(®,) 
y(2,)—Y(z,) 
Diese Gleichung ist aber unmöglich denn die Grösse rechter Hand hat 
nothwendig zehn verschiedene Werthe, nämlich 
(2, 2); 9 (a, 2); 9 (au. 2); 9 (@,, 25) 
0 (2. 2); 9 (au 2): 9 (au.2,) 


u = (z,. T;) 


5) 
9 (2, 2); 0 (8, %;) 
9 (24. %;) 
und ®, soll nieht mehr als 5 haben. also kann « nicht 2 seyn. ete 
Der Satz p. 77 soll heissen 
„Die Zahl der verschiedenen Werthe einer Function von 
n (Grössen kann entweder gar nicht bis unter die grösste Prim- 


zahl die nicht grösser als n ist vermindert werden oder nur bis 
auf 2 oder 1.* 


Wenn man in der Gleichung (1) pag 155 rechter Hand statt z, x setzt 
was offenbar erlaubt ist so hat man 


sin.nı y* « f'x.0x 
fa = 4 
-: > ir ’ (a— x)" 


0 


und also wenn man statt fx setzt 


3: sin.nrr 09 
Hr m a —" Fr (a— x)" 


etc 


Es muss bemerkt werden dass » positiv und kleiner als 1 seyn muss denn 
sonnst werden die Integrale unendlich. 


Dem Herr Kulp Ihr ergebenster 
Wohlgeboren N. Abel. 














Zur Theorie der Differential-Invarianten. 


(Von Herrn Rudolf Rothe in Üharlottenbureg.) 


1. 


Die Untersuchungen von Weierstrass über die Variationsreehnung 
beginnen mit der Erörterung der Bedingungen, denen eine Function F(z, y: x', y') 
von vier Argumenten zu unterwerfen ist, damit das Integral 


[ F(z.y: «', y') dt 


einen von der Wahl der Variablen £ unabhängigen Werth besitzt; dabei sind 
unter = xt), y=y(t) zwei Functionen des Parameters £ verstanden, 
welche innerhalb des Integrationsintervalls (Z, ... £,) 


27 


nebst ihren Ableitungen 


dz dy . . u : 
u Bu er sich regulär verhalten. Die gesuchte Bedingung ergiebt 
sich bekanntlich in der Form 

OR ., Br ', e 

Zt AB — a#, 

Or r oy J 


d.h. es ist F in Bezug auf die Argumente x’, y eine homogene Function 
erster Dimension”). 

Herr Zermelo”*") hat in seiner Dissertation der analogen, auf das 
allgemeinere Integral 


fa R \ N 2 
| Faa,e,.,2 ty yon, y) dt 


tı 


*) Vgl. z.B. A. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung, S. 7. 
**) Ernst Zermelo, Untersuchungen zur Variationsrechnung, Diss. Berlin, 1894. 
S. 2ff. — A. Kneser, a.a.0. S. 196. 
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(unter 29, y® für k=]1,...,» die 4-ten Ableitungen nach £ verstanden) 
bezüglichen Frage eine ausführliche Untersuchung gewidmet und dabei „die 
Frage als eine Aufgabe von selbstständigem Interesse aufgefasst, die bisher 
eine ausreichende Beantwortung noch nicht gefunden zu haben scheint.“ 
Nach Lösung dieser Aufgabe ergiebt sich in der Arbeit des Herrn Zermelo 
dann von selbst die Entscheidung des folgenden, mit der Variationsrechnung 
in keinem direecten Zusammenhang stehenden Problems: 
Es sei gegeben eine reguläre Function von 2(a+1) Argumenten: 
Pyayıa,yy a a, y”), 
in der die Variablen z,y von einem Parameter # abhängen und 
dx »_ Ey 
dik ? Ha: di* 
gesetzt ist; man soll entscheiden, wann die gegebene Function von einer 
solchen Beschaffenheit ist, dass sie für jeden bestimmten Werth von x und y 
einen bestimmten, von der Wahl des Parameters t unabhängigen Werth besitzt. 
Die Lösung dieser Aufgaben gelingt Herrn Zermelo mit Hülfe der 
elementaren Variationsrechnung selbst auf einem Wege, den man etwa 
folgendermassen kurz skizziren kann. 


Man denke sich in die Function g an Stelle der Variablen i eine 
andere 9 durch die Gleichung 


a”) = (k = 1.8) 


t=1(9) 

eingeführt. Dann treten in der vermöge dieser Gleichung transformirten 
Function auch die Ableitungen 

an, . wa 
auf. Da nun die Function @ von der speciellen Wahl des Parameters 
unabhängig sein soll, so muss sie auch von den Grössen f,...,i” un- 
abhängig sein. Die analytische Darstellung dieser Bedingung ergiebt 
dann diejenigen Gleichungen, denen eine Function g von der angegebenen 
Beschaffenheit genügen muss. 

Die Schlussweise des Herrn Zermelo gilt ohne weiteres auch für 
mehrere abhängige Variable z, y, 2,.... Sie lässt sich aber, wie im Folgenden 
gezeigt werden soll, auch auf den Fall ausdehnen, in welchem die Variablen 
z, 4, ... der Function 9 von mehreren Parametern abhängen. 

Die Erweiterung des Problems von einer auf mehrere unabhängige 


Variable, oder in der Sprache der Geometrie, von einer Curve auf eine 
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Fläche*) oder ein mehrdimensionales Gebilde scheint von einer gewissen 
Bedeutung für die Differential-Geometrie zu sein; denn die den Bedingungen 
des Problems genügenden Functionen sind im wesentlichen identisch mit 
den in der Geometrie eine Hauptrolle spielenden „Differential-Invarianten“. 
Man versteht bekanntlich darunter solche Functionen, welche in jedem 
Punkte der Fläche einen von der speciellen Wahl der krummlinigen Coor- 
dinaten unabhängigen Werth besitzen. Das Krümmungsmass, die Richtungs- 
cosinus der Normale, die Beltramischen Differentialparameter gehören hierher. 
Es scheint aber, dass man bisher von einem allgemeinen Kriterium nicht 
Gebrauch gemacht hat, welches unmittelbar und ohne die gewöhnlich noth- 
wendige explicite Darstellung durch einfachere Invarianten (z. B. Differential- 
parameter) gestattet, die zu untersuchenden Functionen, welche von den 
eartesischen Coordinaten der Fläche und deren partiellen Derivirten nach 
den krummlinigen Veränderlichen auf ihr abhängen, als Invarianten in dem 
oben angegebenen Sinne zu erkennen. 


Im Folgenden wird, zunächst mit der Beschränkung, dass in der zu 
untersuchenden Function keine partiellen Ableitungen von höherer als der 
ersten Ordnung auftreten, die Aufgabe behandelt, ein Kriterium für die 
Invarianteneigenschaft einer gegebenen Function zu finden, wobei gleich 
von vornherein die Untersuchung auf eine beliebige Anzahl von abhängigen 
und unabhängigen Variablen erstreckt wird. Sodann wird ebenfalls unter 
der angegebenen Beschränkung das Problem gelöst, alle Invarianten einer 
gegebenen (der ersten) Ordnung zu finden. Daran schliessen sich einige 
Anwendungen auf die in der Flächentheorie vorkommenden Invarianten, 
sowie der Beweis eines auf die Invarianten beliebig hoher Ordnung be- 
züglichen Satzes. Was die geometrischen Anwendungen anlangt, so ergeben 
sich nach der oben angedeuteten Methode zunächst unmittelbar alle von 
der Parameterdarstellung der Fläche unabhängigen, d. h. schlechtweg alle 
ceometrisch durch Strecken und Winkel deutbaren Grössen. Nun werden 
aber in der Geometrie der Flächen vorzugsweise diejenigen speciellen unter 
diesen untersucht, welche auch von der Wahl des cartesischen Coordinaten- 
systems, d. h. von der Lage der Fläche im Raume unabhängi 


g sind. Es 


*) Es sei hier bemerkt, dass für das eingangs angeführte Problem der Variations- 
rechnung bereits Herr Äneser ]. c. S. 266, die Weierstrassschen Homogeneitäts-Bedingungen 
auf den Fall eines über ein Oberflächenstück zu erstreckenden Doppelintegrals erweitert hat. 
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erscheint daher von Wichtigkeit, zu bemerken, dass die allgemeine Methode f 
auch verwendet werden kann, um in die Natur dieser speciellen Invarianten | 
einen Einblick zu gewinnen. Hierüber sollen jedoch nur einige vorläufige | 
Bemerkungen am Schluss dieser Arbeit angeführt werden. 


2. 


Definitionen. Es seien «,, %, ..., a, r von einander unabhängige 
Variable und 





a = al: ), 

= (u, :., 
1, 1%), 
ze. el) 


m Funcetionen derselben, von denen nicht mehr von einander functional 
unabhängig zu sein brauchen, als die kleinere der Zahlen m oder r angiebt. 
welche für einen gewissen Bereich (U) ihrer Argumente sich regulär 
verhalten und partielle Ableitungen bis zur »-ten Ordnung besitzen, die mit 


N) N? u 
nr. = FADE © Tu — (k,k3). . Ö: Ta 


‚yo u olk15 Kon o.e, IS 
ou, “7? Our, Om, ei I 


IN en « = s Mi HK 
ou, OUr,... Our, “ 


(a =1,2,.M; n=1,2..,0; k,ku,k ass k 


) 


—— 


nzıh3...,r) 


bezeichnet werden sollen. Ferner seien £,&,...,t, r von einander un- 
abhängige Veränderliche von der Eigenschaft, dass durch die Gleichungen 


| hen), ah li, .); 
= all), be ler) 
der Bereich (U) auf den Bereich (T) der Variablen #,,..., t, oder umgekehrt 


bezogen wird. Nach der Voraussetzung ist dann die Functionaldeterminante 
der Bedingung 


n 0 (mel, 2...,f) 
ou; 
unterworfen. 

Das durch die Funetionen z,,...,x, definirte Gebilde (X) ist ein 
r-dimensionales Gebilde in einer m-fachen Mannigfaltigkeit, als dessen 
;artesische Coordinaten in Anlehnung an die Geometrie von drei Dimensionen 
2,...,%, und als dessen krummlinige Coordinaten «,,...,a, angesehen 


werden können. Führt man an Stelle der unabhängigen Parameter u,,..., % 
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die andern £,, ..., , vermittels der obigen Gleichungen (2.) in die Gleichungen (1.) 
ein, so mögen sich die folgenden ergeben: 


/ 


at): 
(3.) 





Tr, = T, (E,; .... h): 
sie definiren eine zweite Darstellung des Gebildes (X) durch die krumm- 


linigen Coordinaten t,,..., £,. 


’ 


Entsprechend dem Vorhergehenden sei 


o4 x, 


r - . ki ko... ku) 
ly 1 ..:. It . 
Ol; Ol C IF 
gesetzt. 
Nach diesen Vorbemerkungen sei 
J= f (2, or Das a). .... x). F- kn HK nr ginn d 


eine Function der Variabeln z,,..., x, und ihrer partiellen Derivirten nach 

den Parametern ,, .... «, bis zur »-ten Ordnung, und es werde der Kürze wegen 
J =p (2 ku) 

gesetzt, mit dem Bemerken, dass für « auch der Werth 0 zulässig sei, wo 

dann unter %, der Werth O0 und unter x die Variable x, selber verstanden 

werden soll. Es sei ferner vorausgesetzt, dass die Funetion g sich nicht 

auf eine Constante redueirt. 

Die Function p heisst dann eine „Invariante* des Gebildes (X), 
wenn sie für jeden Punkt des Gebildes einen von der Darstellung desselben 
unabhängigen Werth J besitz. Die Ordnung » der höchsten in ihr auf- 
tretenden partiellen Ableitung soll die „Ordnung der Invariante“ heissen. 

Um eine analytische Formulirung des Problems zu gewinnen, denke 
man sich in die Argumente der gegebenen Function y an Stelle der Parameter 
%ıy...,%, die andern #,,....f, vermöge der Gleichungen (2.) eingeführt. 
Hierdurch gehen die Grössen 


_—.- 


z, n & 


0, Q@. 


über, 
ot, 


ot n GR 
1 - ) 
ac ) n A 
Our 


ou; r 2 Our Tr 


allgemein x» in gewisse ganze rationale Functionen der Grössen 


z® in = 


2X und der Ableitungen 


oO a t; 


rk) — RL. 
Our, Our, ... Our 


u 
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welche an dieser Stelle nicht explicite entwickelt werden sollen. Demnach 
ergiebt sich für die Function p die Identität 


p (2 ku) Em p (u, g& ee u), 


Soll nun aber für ganz beliebige Functionen #,...,t, der ursprünglichen 
Parameter %,,..., a, die Funetion einen und denselben Werth J behalten, so 
darf dieser von der Wahl der Grössen t--*#" nicht abhängen”). Setzt 
man daher z. B. 


wo 
oO = 1. Gau 2.0) 
OU; 
also von Null verschieden ist, so ergiebt sich für #>"» im allgemeinen 
der Werth Null, ausgenommen, wenn «= 1 und 4, =i ist, wo dann { 
den Werth 1 besitz. Dann wird aber 


p (2 ku) = p (ee), 
und diese Gleichung muss nach dem Vorhergehenden nieht nur für den 
speciellen Fall #4, = u,,...,t, = uw, sondern für jede beliebige Form der 
Funetionen & = t, (u, ...,%) ..., 4, = EL, (U, ...,a,) Ihre Gültigkeit behalten. 

Die vorstehende Gleichung dient gewöhnlich als Definitionsformel 
der Invarianten; sie sagt aus, dass eine Invariante die Eigenschaft hat, bei 
jeder beliebigen Substitution der unabhängigen Variabeln in den formal 
gleichgebildeten Ausdruck ihrer transformirten Argumente überzugehen. 

Ist die gegebene Function  (z,,...,z,) von der Ordnung „Null“, 
d.h. enthält sie überhaupt keine Ableitungen, so ist sie von vornherein 
eine Invariante, weil vermöge der Gleichungen (3.) stets identisch 


Pl Ba) EP (Bis era) 
ist. Daher ist es bei der Untersuchung einer gegebenen Function auf ihre 
Invarianteneigenschaft nicht nöthig, auf ihre Abhängigkeit von den Argumenten 
Ci, einzugehen. 
Wir beschränken nunmehr die weitere Untersuchung zunächst auf 
die Invarianten erster Ordnung. 


*) Ueber die strenge Begründung dieser Schlussweise vergl. man die Dissertation 
des Herrn Zermelo a. a. 0. 





Kriterium der Invarianten erster Ordnung. — Die zur Untersuchung 
vorgelegte Invariante sei 
Or Or | 
a4 < oe a ) = 0@(E =1,...,m; k=1,..,r) 
r ou, OU; P \ Wa ) | Ä 


wobei die nach dem Vorstehenden ganz willkürliche Abhängigkeit von 
2,..y%, Nicht besonders ausgedrückt werden soll. Die Funetion 9 muss 
nach erfolgter Substitution der willkürlichen Parameter £,,...,#, an Stelle 
Von %, ...,a, die Eigenschaft besitzen, dass 


(4) 


ist. Nun ist aber in der bereits angewandten Bezeichnungsweise 


und demnach 


Nach Anwendung der Gleichung (4.) ergiebt sich daher, weil man für = 
nach dem im vorigen Abschnitt Gesagten x schreiben darf: 


(8.) 


Die vorstehende Formel repräsentirt ein System von r’ Gleichungen. Unter 
der Voraussetzung, dass sie sämmtlich mit einander verträglich sind, stellen 
sie die nothwendige, und wie man sieht, auch hinreichende Bedingung für 
die Invarianz der gegebenen Function dar. Es ist daher zunächst zu 
untersuchen, unter welchen Bedingungen das System von r’ homogenen 


linearen 


Man ertheile dem Index % einen festen Werth; dann lautet das 
System der Gleichungen (5.): . 

Op m I BL. 2007 
n _(k) T| + n (k) 7; + u; (k) Im > V, 
or, 0x or, 
0 (2) Op ou op & 

ia ti tr t > 0 

(6.) da 3a Ir 


partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, denen die 
Function p zu genügen hat, keinen Widerspruch enthält. 





op Op 04 

(r) (r) 
—— 2°’ + m ++ +) — a’, 
WORdE EPG 


OX] 
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zo 


2,0) 
ol 


x 18) La O0 t; 


Bi u: U a 
ı. = << er "du = .T, t; . 
‘ +8; 2 k N 
fa __ Br y’  „ti) yik)N 
Ya )=ol”) = Yy (ZEN MP). 


174 


en un „so („ezb--m) 
en - (k) % 1, k Bu 00098 u 
a OL, 


mn 
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Nun sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem r nicht kleiner oder 
kleiner als m ist. 

1. Ist r>m, die Anzahl der unabhängigen Variabeln grösser als 
die Zahl der abhängigen, so müsste, damit die Gleichungen des in Rede 
stehenden Systems mit einander verträglich sind, jede der Determinanten m-ten 
Grades der Matrix 





M= |?) Baier 
identisch verschwinden. Dies würde aber im Widerspruch stehen mit der 
Voraussetzung, dass die Functionen &, (%,, ..., %,), ...,%,, (U, -..,%,) von ein- 
ander funetional unabhängig sind. 

Wenn aber r = m, so müsste die Determinante 

c®| (a, k=1,...,r) 
verschwinden, was ebenfalls mit der angegebenen Voraussetzung im Wider- 
spruch steht. 

Ist demnach die Zahl der abhängigen Variabeln &,,...,xz, nicht 
grösser als die Anzahl der Parameter «,,...,u,, so genügt keine Function 
p (x) den Bedingungen des Problems; es existirt also in diesem Falle 
überhaupt keine Invariante erster Ordnung. 

2. Es bleibt nun der Fall r<<m zu untersuchen. Nach den Sätzen 
der Jacobi-Bourschen "Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung”) sind die Gleichungen des Systems (6.) dann und nur dann ver- 
träglich, wenn jede der Poissonschen Klammergrössen 


( i ;) Be; (k) ' Bi. du 23 ©) 
a \d 5 Pa) op go T5 
6) x dxY) 


(Bel... mg sj— 1, 2,4.) 


identisch verschwindet, in denen mit 


en 
oO \ 
D, u. P m A ac” (a=1,..Mm) 
a OT, 


die linke Seite der ö-ten Gleichung des Systems (6.) bezeichnet ist. Man 
hat aber 

38, [9 wenn i>k 
ER Da 


or k) „ i=k 
7 Ox%) 


*) Man vergl. z. B. Forsyth-Maser, Lehrbuch der Differentialgleichungen, S. 372. 
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und 
u =), 
oc 
also in der That für jeden der Werthe i, j=1.....r 
(DB, 2) =. 


‘s sind demnach die Gleichungen (6.) in dem Falle, wo die Anzahl der 
abhängigen Variablen grösser ist als die Zahl der Parameter, stets mit ein- 
ander verträglich, und da dies für jeden der Werthe k=1,2,...,r eintritt. 
so ergiebt sich das allgemeine Kriterium der Invarianten erster Ordnung 
in folgender Form: 


Eine gegebene Function 


Or OL, 
J=p (2...,2 N ). 


r  ° OU, 


in der x£,,...,2, Functionen der r Parameter u,....,u, sind, ist dann und nur 
dann eine Invariante, wenn r < m ist, und die Function für jeden Werth von 
k=|1,...,r dem System (6.) von Differentialgleichungen genügt. 


4. 


Bestimmung aller Invarianten erster Ordnung. — Die Ermittelung aller 
Invarianten erster Ordnung hängt ab von der Integration des Systems (5. 
von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. Ohne auf die In- 
tegration nach einer der bekannten Methoden näher einzugehen, sei an 
folgende, aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung sich unmittelbar ergebende Folgerungen erinnert. 

Da r <m ist, so kann unbeschadet der Allgemeinheit angenommen 
werden, dass jede der Determinanten r-ten Grades der Matrix 


N = |’ (ar) 


von Null verschieden ist; denn das Verschwinden einer derselben würde 
nur ausdrücken, dass die in ihr vorkommenden Grössen x, von einander 
funetional abhängen. Dieser Fall ist aber stets auf den eben erwähnten 
zurückzuführen. Unter dieser Voraussetzung sind auch die Gleichungen 
des Systems (6.) von einander unabhängig. 
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Wird die Invariante 
J m y(c (a=1,...,m; ke1l,..,r;r< m) 


jetzt wieder in der Form dargestellt, in welcher ihre willkürliche Abhängig- 
keit von den Arg ‘menten z,,...,x, nicht besonders ausgedrückt wird, so 
ist die Anzahl ihrer (funetional unabhängigen) Argumente x” gleich rm. 
Die Anzahl der Gleichungen des Systems (5.) ist aber gleich r’. Gelingt 
es daher, ein simultanes Integral jener Gleichungen aufzustellen, welches 
eine willkürliche Function von rm—r’ = r (m—r) von einander unabhängigen 
Argumenten enthält, so ist dies das allgemeine Integral des Systems. 


Man bezeichne nun mit D,D',... die Determinanten r-ten Grades 
der Matrix 
1 2 r 
| x“ A ac\ 2 rn I ) | 
I { 
| „a (2 (r) \ 
M=lr®| = ei e T, , 2 | 


Be 1? 


1) i2) (r) | 
N re 


ni 


von denen also angenommen werde, dass sie sämmtlich von Null ver- 
schieden sind. 


Dann ist 
a oD 


_ k 
a Or" 


’0.)I 


ec) = 5 adj ce”. x 
d.h. 


OD _J0, wenn i>k 


a dal \ D, „ i=k 
wobei die Summation über alle in der Determinante D auftretenden Werthe 
des Index «, oder schliesslich, was auf dasselbe hinauskommt, über alle 
Werthe 1,2,...,m dieses Index zu erstrecken ist. Die entsprechenden Formeln 
gelten für jede der übrigen Determinanten D', D",...r-ten Grades der 
Matrix WM. Ist ferner 
D=G(D,D',D",...) 
eine beliebige Function der Argumente D, D',..., so ist 
o® o®$ OD h 
N a BE —_—_ .. gi) 
dx. .. (mn ©D dx 
wobei die Summe auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung über 
alle Argumente der Function ? zu erstrecken ist. Die auf beiden Seiten 
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ausgeführte Summation nach « ergiebt daher unter Anwendung der vor- 
hergehenden Formel 


Ve A DR AR - BE 
2 7 ; oD 


Schränkt man demnach die Allgemeinheit der Function 2 in der Weise ein. 
dass die Gleichung 


(7) be T: 


5 8D 
erfüllt ist, so genügt eine solche Function ? auch dem Gleichungssystem 


o® 2) zn () ( a=ı... \ 
- nn ("a dh ha,..,r) 
a O%ı 


d.h. die Function 2 ist hinsichtlich ihrer Abhängigkeit von den Argu- 
menten x” ein Integral des Systems (5.) von Differentialgleichungen. 

Die Gleichung (7.) sagt aus, dass ?(D,D,...) eine homogene 
Function ihrer Argumente D,D',... der Dimension Null ist. Man kann 
daher den Satz als bewiesen betrachten: 

Eine jede homogene Function nullter Dimension der Argumente D, D',... 

®(D,D',..)=® (ce) 
ist, betrachtet als Function von x, eine Invariante erster Ordnung in Bezug 
auf die Variabeln x,,..., x, 

Es soll nun aber auch nachgewiesen werden, dass eine solche 
Function ? (D, D',....) die allgemeine Lösung des Systems (d.) der Differential- 
gleichungen darstellt. Zu dem Ende ist der Beweis zu liefern, dass die 
Anzahl der von einander unabhängigen Argumente der Funetion ? genau gleich 

rm—r' 
ist. 

Die Anzahl aller Determinanten r-ten Grades D, D/,... der Matrix W 
ist gleich wi und da wegen der vorausgesetzten funetionalen Unabhängig- 
keit der Veränderlichen z,, .... z,, keine der Determinanten verschwindet, so 

/m\ 


ist auch die Anzahl sämmtlicher Argumente von P(D,D‘,...) gleich (z) 


Soll daher die Anzahl der in #@(D,D',...) vorkommenden unabhängigen 
Argumente gleich rm—r’ sein, so müssen unter ihnen 


m 
(")-r(m-n) 


unabhängige Relationen bestehen. 
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Nun ist erstens die Function & eine homogene Function der Dimension 
Null. Diese Bedingung ist z. B. identisch damit, dass ? nur von den 


7} 2 


Quotienten 7 Die abhängig ist. Die Bedingung der Homogeneität der 


Funetion & ist daher äquivalent dem Bestehen einer Relation zwischen den 
sämmtlichen Argumenten D, D',.... 

Zweitens aber sind die Argumente D, D',.... sämmtlich Determinanten 
einer und derselben Matrix M. Man ist daher vor die Aufgabe gestellt, 
die Anzahl der Relationen zu ermitteln, welche zwischen den Determinanten 
einer Matrix bestehen. 

Diese Beziehungen zwischen den Determinanten einer Matrix sind 
der Gegenstand einer Untersuchung des Herrn Vahlen*) gewesen; sie ergeben 
sich sehr leicht auf dem folgenden, von Herrn Vahlen angegebenen Wege. 


Setzt man, unter «&,, 0%, ...,a, irgend r verschiedene der Zahlen 1,2,...,m 
verstehend, 


pU) (2) (r) 
To, y Kay T,, 
| „0 ch) rn) 
Lo. D) Lo, $) ...,. T,. 
2 -  — D, Gn 2, 
| (1) (2) (r) | 
To, 75, yo], T,, 


und bezeichnet mit A!” die Adjunete des Elements x” in der Determinante 
D,..,...,„, so dass 


EAN am — vd, wenn iZJ 
; ID,.2..r ” = j, 


so ergiebt sich nach dem Multiplicationsgesetz der Determinanten 








k er k (k 
D,, "ER Era A; : u = A; 2 | 
=|D,: Bon; ‘—1 tr] y00.,3 ri 
d. h. ausgeschrieben 
| D..: r» D, > ER ...:. D,.: r | 
f 
| 
ER Di... = | D,... ur D,... rn) Di. wi. 
| >» mw Bin wre Bd ven Br aie [ . 
'D, > RN, D, 2... ...,: D,......,a, 





*) K. Th. Vahlen, über die Relationen zwischen den Determinanten einer Matrix. 
Dieses Journal Bd. 112, S. 306. 
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Dies sind die gesuchten Relationen; die Anzahl der von einander unab- 
hängigen unter ihnen ist ebenfalls von Herrn Vahlen“ 
beträgt 


m 
(8.) (") — 1—r(m—r). 
Aus der Bedingung der Homogeneität der Funetion 
= HD, ...) 


und aus der T'hatsache, dass ihre Argumente sämmtlich Determinanten einer 


) bestimmt worden und 


7 


und derselben Matrix M sind, folgt daher, dass zwischen den Argumenten 
der Function ? in der That 


fm\ / ER di \ gr E 
1+ ke l1—r(m—r) = ren—r) 


unabhängige lelationen bestehen, was zu beweisen war. Die homogene 
Funetion der nullten Dimension & (D, D',...) enthält also genau r (m—r 
unabhängige Argumente und ist daher das allgemeine Integral des Systems (D.) 
der Differentialgleichungen des Problems. 

Jede Invariante erster Ordnung lässt sich darstellen als eine homogene 
Function der Dimension Null, deren Argumente die Functionaldeterminanten 
r-ten Grades der Matrix 

# 
OU 
sind; die Anzahl aller unabhängigen Argumente der Invariante ist mr—r'. 

Damit ist das Problem hinsichtlich der Invarianten erster Ordnung 
erledigt. Bevor in die Erörterung einiger Anwendungen eingegangen wird, 
mögen die Resultate der vorstehenden Untersuchung kurz zusammengefasst 
werden. 

Es seien z,,...,x, m Variable, welche von r Parametern 
abhängen. Damit eine Function von z,....,,„ und den 


m 


 ° 
partiellen Ableitungen erster Ordnung dieser Variablen nach den 
Parametern eine Invariante sei in Bezug auf jede beliebige Sub- 
stitution der Parameter, sind folgende Bedingungen nothwendig und 
hinreichend: 

1) die Anzahl der Parameter ist kleiner als die Zahl der 
Variablen (r < m); 


A. a.0. S, 308. 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 4. 
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2) die Argumente z,,....z,, welche stets als von einander 
funetional unabhängig angenommen werden können, dürfen in der 


or, 





; in a . j ex 
Function in beliebiger Weise auftreten, die Argumente PFER 


I 
aber nur so, dass die Funetion sich darstellen lässt als eine homo- 
gene Function nullter Dimension, deren Argumente die Functional- 


determinanten r-ten Grades sind, welche sich aus der Matrix 


Du 


N ” er 
or, 0%, OT, 
ou,’ ou,’ 377 "A 
o T, Ö T,, OÖ 
ou, "GM. IE 
08 032, OL 
Bu.’ 9 ,;, > 
bilden lassen. 
D. 
Anwendungen. — 1. Die Zahl der Parameter sei 1; « der Parameter. 


Um Invarianten bilden zu können, müssen mindestens zwei functional un- 
abhängige Variable x, y vorhanden sein; das Gebilde ist eine ebene 
Curve. Daraus folgt z. B., dass eine von einem Parameter abhängige 
Schar ebener Curven keine Invariante (ausser Constanten) besitzt. Die 
Matrix M ist einzeilig 


dr dy 
M — |. ö 
Br du’ du 


Die Imvarianten erster Ordnung sind homogene Funetionen der 


dx dy 


2 2 Die einfachste Invariante ist der Differential- 
du [1 


Dimension Null von 


quotient 
dy 
du dy 
de de’ 
du 


alle Invarianten erster Ordnung sind von der Form 


o(z, y, °), 


’ dx 


unter g eine beliebige Funetion ihrer Argumente verstanden. 
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Sind die funetional unabhängigen Variablen x, y, 3 vorhanden. so ist 
das Gebilde eine Raumeurve und die Matrix 


N. dz dy dz 


m 


— 
| 
7) 


du’ du’ du 


dx dy d S 


deren Determinanten selber sind. Relationen bestehen auch 


du’ du’ du 
hier nicht, und überhaupt nicht, wenn das Gebilde nur von einem Parameter 


Iy dz 


abhängig ist. Die einfachsten Invarianten sind die Quotienten un: 
tT AT 


und 
jede Invariante ist von der Form 
f ly dz 
f2 u. \ 
( . . DD, ö . 
P\T Y de’ dx’ 


2. Die Zahl der Parameter sei jetzt 2, die Parameter # und o; damit 
Invarianten existiren, muss die Zahl der von einander functional unabhängigen 
Variablen mindestens gleich 3 sein. Man bezeichne sie mit z,y,zs; das 
(rebilde ist eine Fläche. Die Matrix Wt ist zweizeilig: 

oz oOy 03 

ou cu ou 

Oz ( y ox 

ul Rey 


ihre Determinanten sind in der Bezeichnung der Funetionaldeterminanten 


o(z,y) 


o(u,v)' 


zwischen denen keine Relationen bestehen. Setzt man 


i oly.2 k 
Du9-209 Dan) = | 
vn: o(u,v) a oO (u,v‘ 


f » \ — 
D(x,y) y 


D’(z,y)+ D’(y,2)+ D’(z,2) = ZD’(z,y) = a, 


wo unter dem Zeichen & ohne Index die durch eyklische Permutation von 
z,y,z zu bildende Summation verstanden werden soll, so ist zwar a keine 
Invariante, wohl aber jeder der Ausdrücke 


_Pu) y_Pe@D) „_Den 


a" ya ya 


X 


zwischen denen die Gleichung 
X Y+Z=]1 


besteht. Die geometrische Bedeutung der Invarianten X, Y. Z ist be- 
O)x 
de) 












256 R. Rothe, zur Theorie der Differential-Invarianten. 


kanntlich die, dass X z.B. den Cosinus des Winkels darstellt, den die 
positive Richtung der x-Axe mit der Flächennormalen bildet. Die Grösse 
a ist die Diseriminante der quadratischen Differentialform, welche das Quadrat 
des Linienelements darstellt. Jede Invariante erster Ordnung lässt sich als 
Funetion von X, Y, Z darstellen, z. B. 


P=xA+yY+zZ, 


der Abstand der 'Tangentialebene vom Coordinatenanfang, u. s. f. 
Zu den drei Variablen x, y, 3 trete noch eine vierte, y, während die 
Zahl der Parameter unverändert bleibe. Die Matrix ist 
oz 0y 02 099 
ou’ du’ du’ Ou 
I\dz oAy 02 Oyg 
ı0v’' Ov’ Ov?’ & 
zwischen deren sechs Determinanten nach der Formel (8.) eine Relation 
=D(z,y)-D(z2,yp) = 0 
besteht. Zu den Invarianten X, Y, Z kommen noch die folgenden, auf ent- 
sprechende Weise gebildeten: 
D(x D(y.« D(z,« 
NEN, 9, u - EN, 
ya ya ya 
welche von Beltrami in die Flächentheorie eingeführt sind*) und im Folgenden 
auch kurz als #-Invarianten bezeichnet werden sollen. Weil 
X=69(y2), Y=69(a,2, Z=6(s,y), 
so ist jede von einer willkürlichen Function g abhängige Invariante 
erster Ordnung durch die sechs #-Invarianten darstellbar, zwischen denen die 
Gleichungen 
ze (a,y)=1, 
u (@, y)-6(3, p) = 
bestehen. Die Function p ist im allgemeinen ganz beliebig zu nehmen, nur so. 
dass von den Grössen z, y, 3, Y, als Functionen der beliebigen Parameter « 
und ® betrachtet, keine zwei von einander abhängig sind. Man kann 
demnach z. B. der Reihe nach auch gleich X, Y, Z setzen; auf diese Weise 


“) Vgl. @. Darboux, Lecons sur la theorie generale des surfaces, t. III. S. 1971: 














R. Rothe, zur Theorie der Differential-Invarianten. 257 


ergiebt sich aus dem Bestehen der drei, aus der zweiten der vorstehenden 
Gleichungen folgenden Relationen die Gleichung 


(€, A), 9(y, A). 0(2, Ä) 
(9.) 9(z,Y), 09(y,Y), 0@,Y) =. 


7 


%(2,2), 6(y, 2), 0(, 2) 


Invarianten, welche ausser den Ableitungen der drei Coordinaten x, y. z 
noch die von willkürlichen Functionen g, ... enthalten, werden nach Bianchi* 
Differentialparameter genannt. Danach sind #(z,Yp), #(y.p). #(z, y) Diiie- 
rentialparameter, und daher auch 


(10.) | App=Z6(z,Yy). 
Die Ausrechnung dieser Invariante zeigt aber, dass sie sich in die Form 
Oy\ op oy ey\ 
, a, (CF) - 2a. ui AR (=?) 
(11.) / p= ser on 00 ” u 
d 


bringen lässt, in der a,, @, a, die im Linienelement der Fläche 


ds =V a, du’ +2a,, du do+a, dv 

auftretenden Coefficienten, und a, wie vorher, ihre Diseriminante bezeichnet. 
Die durch die Formel (10.) definirte Invariante ist daher identisch mit dem 
Beltramischen Differentialparameter. Nimmt man umgekehrt die Gleichung 
(11.) als Definitionsgleichung, so liefert die Formel (10.) die explieite Dar- 
stellung des Beltramischen Differentialparameters als Invariante, während 
sewöhnlich seine Invarianten-Eigenschaft in dem hier zunächst betrachteten 
Sinne aus geometrischen Gründen oder durch direete Substitution anderer 
Parameter nachgewiesen wird. 

Auf diesem letzteren Wege, wie er meistens eingeschlagen wird. 
beweist man allerdings zunächst nur, dass die durch die obige Formel (11.) 
definirte Function eine Covariante der quadratischen Differentialform 

A= a, du + 2a, dudv-+a,, dv 
ist; eine Invariante in dem Sinne, dass ihr Werth von der Wahl der krumm- 
linigen Coordinaten nicht abhängt, ist aber die rechte Seite dieser Formel 
erst dann, wenn die Differentialform -/ eine solche Invariante, z. B. wenn 
A = ds’ ist, was prineipiell eines besondern Beweises bedarf. 


*) L. Bianchti, Tezioni di geometria differenziale, $ 22. 
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Es ist jedoch darauf hinzuweisen, dass die Formel (11.) von einem 
andern Gesichtspunkte aus mehr aussagt als die Darstellung (10.) durch 
#-Invarianten; aus der ersteren ist nämlich, da die Grössen a, 4. @, 
von der Wahl der cartesischen Coordinaten nicht abhängen, unmittelbar 
ersichtlich, dass auch 79 von der Lage der Fläche im Raume unabhängig 
ist. Hierüber vergleiche man weiter unten. 





Tritt zu den Funetionen z,y,2,y noch eine w, so ist die Matrix 


oz Oy 03 Op ow 
ou ou du du du 


4 
Le 
e.- 
\ 
| 


Oz Oy 02: Op dw 
Ov Op Ov Ov © 
zwischen deren Determinanten zufolge der Formel (8.) drei ltelationen be- 
stehen, welche sich in die Form 
ZD(r,y)-D(2,9) =V\, 
ZD(a,y)-D(&, u) = 0. 
D(&,9):D(y,w)—-DQ,Y)D (a, w) = D(a,y)-D(y, w) 


setzen lassen. 


I 


Führt man daher, wie vorher, die #-Invarianten ein vermöge der 

Gleichung 
Dem 
6(p, y) = X Ya 

so bestehen zwischen den #-Invarianten dieselben Relationen wie zwischen 
den Functionaldeterminanten D(y, w). 

Die Invariante 

(12.) 4(9, 9) = Z(a, 9)-0(e, y) 
ist identisch mit dem Baar Zwischenparameter 
Oyouv a. (5% oW RA. 9) r Op Ow 


h ov or du Or on O0 Hu ou 


Ip, W) = 
die Formel (12.) gibt seine explieite Darstellung als Invariante. Die An- 
wendung der bekannten Lagrangeschen Identität auf die Formeln (10.) 
und (12.) liefert die Relation 


Ag Ay:Y) _pr \* 
1 


14 


*) Darboux, a.a.0. 
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Man betrachte endlich sechs Variable x,y,3,Y,w,y. Unter den 
Determinanten der Matrix 


OT € / y ( ) 


Op « vv 0y 
ou ou Ou Ou du du) 


[A 


ow Oy 03 Op ow Oy 


oOv & vor or O0 ov 
bestehen sechs unabhängige Relationen, welche sich nach Einführung der 


9-Invarianten in folgender Form schreiben lassen 


20 (z, y)o(z, p) —(). SH (p. ıw) 7 (=, x)=d0, 
=0(z, Y) u (2, vw) = (0, So(y, w) Z (y, yy)=0, 
>; (2, y) d (z, 2) —(, S# (op, vw) ln. /) —(), 


unter S die durch eyklische Permutation von g, w, y auszuführende Summation 
verstanden. Aus den drei ersten dieser Relationen folgt 


Ha,y) Ily,y) O(z,Yy) 
13.) 4,.|= 0lz,w) Ily,vw) zw =, 
62, x) Hy, x) 9(2, 2) 


und daraus. wie leicht zu beweisen. 


Iy | (p, vw) 4 (p, X) 
Au) AW) AMD |=0, 


Ag.) Iwn) 42 
und da die Gleichung (13.) auch eine Folge der drei letzten der vorstehenden 
Relationen ist, so ergiebt sich gleichzeitig 
d(y,2):0(2,2):0(z,y) = adj 6, ;:adj 6,;:adj 6,;, 
dw, y):0(2,.p):9(y, w) = adj, ,:adj 9 ,: adj ®,; 
und daher 


O(wy).0uy).dlky,w) _ adj6. ‚adj, adj 0,3 
d(y,2) Olz,2) O(z,y) adj; "adj ds; " adj d;' 


Nimmt man nun = X,v=Y.7=Z, so geht die Gleichung (15.) in die 
frühere (9.) über; weil aber infolge der Relation 
Siam l 


die Determinanten 
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oeX Or Or oX or Ar 
on ou O0 de du ovV 
aY oy Ay oY Oy Oy 
e und x 5 

ou Ou Ov or du Or 
n -PReR. W A) 2.09 

oZ 03 03 oZ 02 03 
ou du Ov ov du Ov 


verschwinden, also homogene lineare Gleichungen zwischen den Elementen 
der einzelnen Zeilen in den vorstehenden Determinanten bestehen, so folgt, 
dass die Verhältnisse 

0(Y,Z) _0(Z,X) 0X, Y) 

02) 02)  OKlz,y) 
einen und denselben Werth besitzen, welcher mit k bezeichnet werden möge. 
Von ihm wird in der T’heorie der krummen Flächen nachgewiesen, dass er 
mit dem Gaussschen Krümmungsmass identisch ist”). Durch die Gleichungen 

H(Y,Z) 0L(Z.X) 0(X.Y) 

093) 02)  Ola,y) 

oder 
= Z0'(Y,Z) = 20(y,3)0(Y, Z) 

ist also das Gausssche Krümmungsmass als Invariante der Fläche dar- 
gestellt. 

Die Invarianten 9(z, A), ..., also auch k sind von der zweiten Ordnung; 
sie lassen sich nach dem Vorstehenden mit Hülfe der wiederholten An- 
wendung der #-Operation darstellen. In Bezug auf die Invarianten beliebig 
hoher Ordnung lässt sich aber der Satz beweisen, dass sie sämmtlich durch 
wiederholte Anwendung der invarianten Operation #(y,w) und I(g) dar- 
stellbar sind”*). Da nun aber die Invariante 4/(y) vermöge der Formel (10.) 
selbst durch #-Invarianten ausdrückbar ist, so folgt daraus: 

Jede Invariante einer Fläche lässt sich durch wiederholte Bildung 
der #-Invarianten darstellen. 

Für den Beltramischen Differentialparameter zweiter Ordnung 


en 


RER rn (£ (9 Op a, ag o (& pP Ri; °r)) 


Ou \ya Cu ya © Ov \ya 00 Ya Qu’, 


*) Gauss, Disquis. eirca superf. curv. art. «. 
**) Man vergl. @. Darboux, a. a. Ö. S. 204, wo dieser Satz für Biegungsinvarianten 
bewiesen wird, und den folgenden Abschnitt 6 dieser Arbeit. 
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ist eine solche Darstellung z. B. gegeben dureh die Formel 
4J; (P) 22 =0(z, 0, p)), 
wie sich leieht dadurch nachweisen lässt. dass man den Differentialparameter 


in die Form 


op og ‚pP, 499 ,p °P 
d,(y) = A -; +B-,.—- +C ——;+A +B, 
(9) ou r ou TU ou’ de u" OD 
bringt, deren Coefficienten A, B, C von den drei im Linienelement auf- 
tretenden Fundamentalgrössen «,, 4, a, A, und B, aber von diesen und 
von den Christoffelschen Symbolen 


abhängen. 

Die mittlere Flächenkrümmung ist nach einer bekannten Beltramischen 
m . \ rk » > “nn 
Formel”) gegeben durch 


A, (x) 1I,(y) __ A,(2) 
u Pier Kı36 


also nach dem Vorstehenden in der Form 


H— 9(y,Z)+0(,Y) _ 0(,X)+9(2,Z) _ Ol, Y)+9(y, X 
0(y, 2) (2, €) 0(®, y) 


oder 
H= = 9(y,3) (0. 2)+0(, N) 
durch #-Invarianten darstellbar. 

Ueber weitere Darstellungen ftlächentheoretischer Invarianten durch 
#-Invarianten vergleiche man in erster Linie die Abhandlung des Herrn 
Frobenius „Ueber die in der Theorie der Flächen auftretenden Differential- 
parameter“ *“*), in welcher sich auch die meisten der entwickelten Formeln 


für die invarianten Darstellungen der Differentialparameter, sowie von H 
und K finden. 


*) J. Knoblauch, Einleitung in die allgemeine Theorie der krummen Flächen, 
Ss. 178. 
**) Vgl. z. B. Knoblauch, a. a. 0. S. 182. 
***'), Dieses Journal, Bd. 110, S. 1. Vgl. insbesondere S. 10ff. Die hier nach Herrn 
Darbouxz mit O(g, Ww) bezeichnete Invariante heisst dort [g, w]. 


Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 4. 34 
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Ueber die Invarianten höherer Ordnung. — Man betrachte nun wieder 
die Determinanten der Matrix 


M = |e) m: 
immer für den Fall, dass r <m, und setze 


pp) (r) 
LT, b) ...|. Ton, 


D (e., +.) — 


U) (r) 


» 
« 4 u... T 
Gy h) O.y 


wo jeder der Indices «,,...,«, irgend r verschiedene der Werthe 1,...,m 
zu durehlaufen hat. Nach dem Vorstehenden ist die Funetion 


D (22, +.» 2a, 


at PERS TC.) — fr 


in welcher AR irgend eine nicht verschwindende homogene Funetion erster 
Dimension der verschiedenen Determinanten r-ten Grades der Matrix Wi 
bedeute, eine Invariante. Zu den m Grössen z,,...,z, mögen nun noch 
weitere 1, .... in beliebiger Anzahl treten, welche keiner weiteren Be- 


schränkung unterworfen seien, als dass jede der Functionaldeterminanten 


ni 


D (f.,:..,9,,) von Null verschieden ist; dann ist die Grösse 
D (Ga, fa .) 
4 PER TE | 
(4 0) ? F “3 R 


ein Differentialparameter erster Ordnung. 

Man setze nun r der Funetionen 9%... gleich %,, %, ..., %,, die 
übrigen aber nehme man als von %,...,a, verschieden an und so, dass die 
derart gewählten Funetionen die oben angeführte Bedingung erfüllen; man hat 
dann, da die Funetionaldeterminante D (u, ..., a,) den Werth 1, die Funetional- 
determinante 


Dia ie) 


Ot . . . .. . y ® 
aber den Werth 7° hat, unter g irgend eine willkürliche Funetion ver- 
Een nn) 


standen. die Relationen 
(a...) = 


1 0% 


A a A AFRIH_UE 
a ne 
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Daraus folgt aber 


Op PER ,2., Mn, DWirtr eco, Wr) 
ou, er u,) 


und demnach 


0gG 
. AEFERE TER a ee 
fe) p OU] 
ou; Ou, Bfn,, ..:; 8 
9 A rg re \ 
U, ,y..., 4-1; - £ An ee 

BR ..04 U,) 
il FR u, 


u. s. w. für die Ableitungen beliebig hoher Ordnungen. 
Die vorstehenden Formeln ermöglichen nun den Beweis des folgenden 
Satzes: 
Jede Invariante beliebig hoher Ordnung lässt sich durch wiederholte 
Bildung der invarianten 6-Operation erster Ordnung darstellen. 
Sei 
de Fiat”, ..:, 0%...) 


eine Invariante der Functionen z,, ..., z, beliebig hoher Ordnung. Da der 
Werth von J unverändert bleibt, wenn an Stelle der Variablen «,, ...., #, irgend 
welche von einander unabhängige Functionen derselben eingeführt werden, 


so ersetze man 


nn Mi 


m ® 


durch r beliebige der Functionen &,,...,« 


Lu, T ., »„...% T,. 


Bezeichnet man mit 9, ...,Y„_, die übrigen m—r der Functionen &,...., 
so nimmt die Grösse J die Gestalt an 


m ' 


h . 

oo 09, \ 

J= & Bi, ® 

En Band) 
Nun ist aber nach dem Vorstehenden z. B. 


cp, O (5 Lay +++; Ca,) 


OL, > Pl.. Banrsss a, 
O6 0° ’ h 
0 5 We Be %: _, ,., also auch die Invariante J ist durch 
Os. (Br On 


#-Invarianten darstellbar. 
34* 
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Ein specieller Fall des hier ausgesprochenen Satzes ist der bereits 
eitirte von Herrn Darbouz”) herrührende Satz der Differentialgeometrie, dass 
sich eine jede Biegungsinvariante durch wiederholte Anwendung der Sym- 
bole #(y.w) und A(gy, w) darstellen lässt. 


7. 

Ueber die Fundamentalinvarianten. — Von den im Vorstehenden be- 
trachteten allgemeinen Invarianten sind in der Geometrie diejenigen von 
besonderer Bedeutung, welche gleichzeitig die Eigenschaft besitzen, von 
der Wahl des orthogonalen cartesischen Coordinatensystems unabhängig zu 
sein. Hierher gehören bekanntlich /y, 4(gy,w), k, u. s. w., nicht aber 
z.B. X = 6(a,y),0(z,y). 

Solche speciellen, von der Lage des Gebildes unabhängigen In- 
varianten mögen von den allgemeinen durch die Bezeichnung „Fundamental- 
invarianten“, aus einem sogleich ersichtlichen Grunde, unterschieden werden. 
Eine Funetion von m+n Variablen und ihren ersten Ableitungen 


J=F(&”,..., 20; pP, ..., pP) 


— wobei wie im Anfang dieser Arbeit die Untersuchung zunächst auf die 
erste Ordnung beschränkt sei — ist demnach dann eine Fundamentalinvariante, 
wenn sie 

erstens eine Invariante des Gebildes (z,,...,x,) ist, 

zweitens ihren Werth nicht ändert, wenn das Gebilde einer Lagen- 
änderung unterworfen wird. 


Die m-fache Mamnigfaltigkeit sei als eine euklidische vorausgesetzt. 
Man betrachte nun zunächst eine Function von &,,...,x,, welche bei einer 
homogenen orthogonalen Transformation der z,,...,2,, d.h. bei einer 


Drehung des Coordinatensystems unverändert bleibt, so lässt sich leicht nach- 
weisen, dass sie sich stets als Funetion der Grösse 


( 


0 SER B 2 (a == 1,...,M) 


darstellen lässt. Sind ferner $,...,$, irgend m den Goordinaten .r.. .... € 
eogrediente Grössen, so ist jede Funetion des Ausdrucks 


o= 21,5 


*) @. Darboux, a. a.V0. 8. 204. 
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unabhängig von der Drehung des orthogonalen Coordinatensystems, und 
jede Funetion f(z,...,%,; 1, ...,&,) von dieser Eigenschaft ist nothwendiger 
Weise eine Function der Argumente 0,0,r = F&*). Nimmt man daher für 


[7 
[7 


. Fr . - .. Ox n Oo Lam . . 
is ..., $, die Grössen ır = THREE er = 2 welche die Bedingung der 
y 4 k ( k 


Cogredienz erfüllen, so ist jede Funetion f(@.,..., 2,52" ,...,2,/), welche 


sk 


von der Drehung des orthogonalen Coordinatensystems unabhängig ist, noth- 
wendiger Weise eine Function der Argumente 


— y' ‚(P) yo q 
A, (0 IL, LT, , 


(pr, =V, RR ; 


- 
u. 
n 
—_ 
. 
m 
z 
_ 


wobei unter x,” die Coordinate x, selber verstanden wird. 

Von einer Verschiebung des Coordinatensystems sind nun aber nur 
diejenigen der Grössen a,, unabhängig, welche die Coordinaten ır,. .... 7 
nicht enthalten, d. h. die Grössen 


ad 


.u® 


L,u=12..,n 

Sie sind demnach überhaupt von der Wahl des cartesischen Öoordinatensystems 
unabhängig; sie gehen für den Fall der krummen Fläche (r = 2) in die 
bekannten @Gaussschen E, F,@ über und sollen daher wie diese als „Funda- 
mentalgrössen“* des Gebildes bezeichnet werden. Demnach sind auch 


Dee et 
TEN AR 

Fundamentalgrössen; für den Fall der Fläche, und wenn man &,%,$, als 
Coordinaten der Gaussschen Kugel wählt, entstehen daraus die Fundamental- 
grössen zweiter Ordnung Z, M,N, in der von Herrn Knoblauch angewandten 
Bezeichnungsweise. Die bekannten Gaussschen Grössen D, D', D" sind keine 
Fundamentalgrössen. 

Dabei ist zu bemerken, dass die Fundamentalgrössen im allgemeinen 
keine Invarianten des Gebildes sind. 

Man betrachte nun wieder die Fundamentalinvariante erster Ordnung 


JI=F Er PAGE gm, it ge”). 


u 3 


*) Man vergl. hierüber u. a. die Arbeiten Lies über die Invarianten der Gruppe 
der Bewegungen (z. B. Lie-Scheffers, Vorlesungen über continuirliche Gruppen, S. 674). 
Bei Lie werden Grössen wie die obigen o, o, r ebenfalls als „Differential“-Invarianten 
bezeichnet. 
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selbst nicht 


Nach dem Vorstehenden dürfen in ihr die Coordinaten z,,..., € 
auftreten; sie muss sich daher in der Form 


mi 


=& (a,,, ung Ay Pıs rers Ps p”, ...; er) 
ausdrücken lassen. Diese Darstellung besagt, dass J von der Wahl der 
cartesischen Coordinaten nicht abhängt. Da nun aber ferner J eine In- 
variante des Gebildes ist, so muss die Function 2 den Differentialgleichungen (5.) 
S. 247 Genüge leisten. 

Man erhält auf diese Weise diejenigen Differentialgleichungen, welchen 
jede Fundamentalinvariante erster Ordnung zu genügen hat. Das allgemeine 
Integral derselben, welches sich in ähnlicher Weise wie bei den allgemeinen 
Invarianten des Gebildes als homogene Function nullter Dimension von 
Functionaldeterminanten darstellen lässt, liefert die sämmtlichen Fundamental- 
invarianten erster Ordnung. 

Man zeigt leicht, dass 


Ben on: Ya.) 
4(p., ... Pu.) er ) 


a 


Ad (Pi, Pu) ng 


pr, 4.1, Re d,, 
u. s. w. diese Eigenschaft besitzen, wo a= I+ta,...a 
Weil ferner jede quadratische Form 


A= = a, du, du, 


rr*® 


der Differentiale du,,..., dw,, deren Üoefficienten Fundamentalgrössen sind. 
die Eigenschaften einer Fundamentalinvariante besitzt, so sind sämmtliche 
„absolute Invarianten der Form“ (in dem in der Theorie der Formen ge- 
bräuchlichen Sinne) auch Fundamentalinvarianten des Gebildes, für welches 
die Coeffieienten a,, Fundamentalgrössen sind. 





Die Vertheilung der Electriceität auf zwei leitenden 
Kugeln. 


(Fortsetzung der in Heft 2 Bd. 124 erschienenen Abhandlung.) 


(Von Herrn J. B. Goebel in Mainz.) 


/unächst beabsichtige ich hier an die Entwicklung der zur Be- 
rechnung der eleetrischen Dichtigkeiten auf zwei sich berührenden Kugeln 
dienenden Reihen (27.) bezw. (28.) eine Untersuchung bezüglich deren 
Convergenz anzuschliessen. 

Sodann möchte ich ein schon von Poisson durchgeführtes, interessantes 
Berechnungsbeispiel eingehender behandeln, nämlich die Aufgabe der zahlen- 
mässigen Auswerthung der electrischen Dichtigkeiten für zwei sich berührende 
Kugeln von gleichem Radius [Gleichung (29.)]. 

Aus der Gleichungstorm (27. 


4rcah ER 5 | 


A n = l 


ern fi-[i- 0], 
& ny—’j1—|1 Cr Ki 


| 


3 


2ny+ . 1 
a ne au > Se Ony+lyI 


ersieht man leicht, dass die auf der rechten Seite stehende unendliche Reihe 
für 2= 1, d. h. für den Berührungspunkt selbst versagt. Aus der all- 


gemeinen Theorie der Leiter lässt sich aber ohne weiteres dedueiren, dass 
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im Berührungspunkt der beiden Kugeln die electrische Dichtigkeit gleich 
Null sein muss. *) 


Für alle andern Punkte der Oberfläche der Kugel K, 
0<Si<L1 
lässt sich der Nachweis der Convergenz der Reihe leicht führen. Man 
benutzt hierzu zweckmässig die Gleichung (28.), in welcher an Stelle der 
Grösse A = c0s’49 die Grösse r = co’ 49 eingeführt wurde. In etwas 
ausführlicherer Form kann diese Gleichung geschrieben werden 


4nah N 2y—1 L 2y+]1 
aA ee Te er 
SU.) 
"PraN 2(«—1)y+1 2ny—1 2ny+] 





‘ BE \ | En 
@a@—-1y+1D?+z] [@ny—l? +2]! " [(2ny+1)'+7]i 


worin 2 alle ganzen Zahlen von 1 bis oo bedeuten kann. So lange die 
Bedingung besteht, dass 1—4 nicht unendlich klein werden soll, wird 7 
eine positive endliche Grösse darstellen. 

Wegen der wechselnden Vorzeichen ist die Convergenz der auf der 
rechten Seite der Gleichung (30.) stehenden Reihe bereits nachgewiesen, 
wenn gezeigt wird, dass von irgend einem Gliede an die Glieder der Reihe 
ständig abnehmen. 

Die betrachtete Reihe hat nun die Eigenschaft, dass im allgemeinen 
die Glieder vom ersten bis zu einem gewissen Gliede @ ständig anwachsen. 
Bei @ erreicht der absolute Werth der Glieder ein Maximum. Von @ ab 
nehmen die Reihenglieder wieder ständig ab. Der Beweis ist einfach. 

Schreibt man die Gleichung (30.) wie folgt 


4nah | 1 Rn ee x' ER 
31) ne ncchen 
f In—ı 2 In + LT, De 
(tn (te (+ 





*) Denkt man sich nämlich an Stelie des Berührungspunktes eine kleine Be- 
rührungsfläche, etwa eine sehr kleine ebene Kreisfläche, so können die beiden Kugeln 
zusammen als ein einziger Leiter und die Punkte jener ebenen Kreisfläche als innere 
Punkte des Leiters aufgefasst werden. In den inneren Punkten eines Leiters befindet 
sich nirgends getrennte Electricität. Diese Schlussfolgerung bleibt bestehen, auch wenn 
man zur Grenze übergeht und die ebene Kreisfläche beliebig klein werden lässt. 
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worin allgemein bedeutet 


n 


x, = 2ny-—1j En. 
(an = 1bis ®), 


! 


2 = 2ny+1) 
so hat man, da y grösser als 1 ist, 
ICH, 

Diese dem Zahlenwerth nach auf einander folgenden positiven 

Grössen x können offenbar als diejenigen Abseissen der Curve 

T 
FRTIZT TE 
("+ 7)? 
betrachtet werden, deren Ordinaten y die Reihenglieder selbst repräsentiren. 
Differentürt man in dieser Gleichung nach z und setzt den Diffe- 
rentialquotienten gleich Null, so ergiebt sich, dass das einzige positive 
Maximum von y, welches vorkommt, für 
x” — 


-) 


erreicht wird; man erhält für diesen Werth 
2 — I 0,5549 
Y maz u. ( 3 nun " 


I [A 
Dasjenige Glied der betrachteten Reihe, welches mit seinem absoluten 
Betrage diesem Werthe am nächsten kommt, ist das oben mit @ bezeichnete 
grösste Glied. Von @ ab nehmen die Glieder der Reihe ständig ab, d. h. 
dieselbe eonvergirt. 
Wird einer der beiden Gleichungen 


ame 
oder 
T, = x” 
d.h. 
(32.) 2ny—1l= i 
oder 


durch eine ganze Zahl n genügt, so wird das Reihenglied 
2ny—] 
[(22y—1)’+ 7]? 
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bezw. 
2ny+1 
[2ny+1)’-+7]° 
das grösste Glied @ der ganzen Reihe sein. 

Aber auch im allgemeinen Falle, d. h. dann, wenn weder die 
Gleichung (32.) noch die Gleichung (33.) für » eine ganze Zahl ergiebt, 
kann man zur Bestimmung der Stelle, an welcher das Glied @ stehen wird, 
durch folgende Ueberlegung eine Regel erlangen. In diesem Falle muss 


sich das Maximum y,,. einschalten zwischen zwei Reihengliedern von der 
Form 
RL 
(&,_ı +7): 
und 
4 
(2 +7)? 
Gleichung (31.)|; es muss also die Bedingung erfüllt sein 
ce <e 
oder 


2(a—-1l)y+1l<- y: <2ny-+l 


d.h. es muss auch sein 


l /ı/T ET 
(1a -Y)<n<,,(Yy JH. 
2y\1 2 2y\! 2 
Aus dieser Ungleichung geht hervor, dass » die nächstgrössere auf den 
. | T E i . . : R R 
Werth , (I 5 — 1 ) folgende ganze Zahl sein wird. Diese Zahl » ergiebt. in 
2y\12 


eines der auf der rechten Seite der Gleichung (30.) zuletzt angeschriebenen 
drei Glieder eingesetzt, das grösste Glied @ der Reihe.”) 


“) Von diesen drei Gliedern kommen wieder, wie man leicht erkennt. für die 
Bestimmung des Gliedes @ nur die beiden ersten oder nur die beiden letzten in Betracht. 
je nachdem 
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Wir gehen nun dazu über, aus Gleichung (29.) die Zahlenwerthe 
4rrah 
A 


stimmen, welche den eleetrischen Dichtigkeiten auf zwei gleich grossen. 
sich berührenden Kugeln proportional sind. 


für verschiedene Werthe von z zu berechnen. also Zahlen zu be- 


Versucht man die Berechnung direet nach Gleichung (29.) durch- 
zuführen, so ersieht man bald, dass namentlich für solche Punkte der 
Kugeloberfläche, welche in einiger Nähe des Berührungspunktes der beiden 
Kugeln liegen, die rechnerischen Schwierigkeiten gross werden. Die in 
Gleichung (29.) vorkommende Reihe convergirt nämlich in solchen Fällen 
nur langsam und es müsste in Folge dessen eine sehr grosse Anzahl von 
Reihengliedern berechnet werden. 

Die Reihe lässt sich jedoch, wie im Weiteren gezeigt werden soll. 
durch geeignete Umformung in eine solche von grösserer Uonvergenz ver- 
wandeln. 

Für y=2, d.h. für den hier zu betrachtenden Speeialfall geht die 
Reihe (30.) über in 


4rrah | 3 ’ | 4n—3 4n—] 
\3 PT „ \2 5 3,2 4 \.3 Ber: w / HO\2 ur / ) 
A(l-+r)? (1’+ Tr)? = 767 [(4n—5)’ r T|° '(4n L)° I 
; 4n-+1 4n+35 
(34.) n- 


(4n+1)’+ 7]? % I(4n-+3)’+ r: 


in welcher Gleichung » wieder jede ganze Zahl von 1 bis ®& bedeuten kann. 
Es werde nun für die Folge der auf der rechten Seite der Gleichung 
in der ersten Zeile stehende Ausdruck, welcher, wie leicht ersichtlich, die 
2n ersten Glieder der Reihe enthält, mit W;, bezeichnet, also gesetzt 
] 3 4n—] 


(39.) W,, “un R er z 3 +—- R 
1’+7? (3°+7): [((4n—1)’+r] 


Dann kann auch geschrieben werden 
4rrah 


BE 
ne W; n + = 


A(l+r): v1 | 3 | | | 
PM MER l 1 (4n +4, — 3)! 


l 


\2 e . | 
(4n Pau 1 au 


y I ; 


Or) 
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In den Nennern der Glieder des Summenausdrucks kommen Brüche 
vor von der Form 
I 
(An+4v—i)'’ 
worin ö gleich 1 oder 3 sein kann. Den grössten aller dieser (positiven) 
Brüche erhält man, wenn man i=3, vr =1 setzt. Sobald man also Sorge 
trägt, dass 


(36 .. Fe 
(36.) (An+ 1)? u l 


\ . ‘ > z 
ist, kann man in obiger Reihe die zur —,ten Potenz erhobenen Klammer- 


ausdrücke nach dem binomischen Lehrsatze entwickeln und erhält. wenn 
man nach Potenzen von z ordnet 














4rrah 4; 1 | . 
3 sun Ti f TU a } q2 
A(l-+r)? ‚„ıt(4n+4v—5) (4n+4v—1) 
> »r l 1 “ 
(37. u er NEE 
ne a .(4n+4v—3)' (4n+4v—1)"- 
> el 1 1 
> ı y ER 2ER 
4 2.4" vi t(An+4v—53) (An+4r— 1). 


Um diese Reihe auf ihre Convergenz zu untersuchen schreiben wir 


eat 
(38.) 4rrah 


‚= W, + -@%+@%-—..., 
A(l-+ m): ur 2 


so dass allgemein sein wird 


_39.(2k—1) | | | 
En 2.4..(2k—2) a Fr +1)%  (4n+3)% ” (4n +5)" | 
35.04 +1) ,;„ f | l | | [ 
Gr = 2.4..2k : | (4n-+1)%+? (An +3)’*? 1 (4n +5)’*+° 


in welehen Ausdrücken k = 2 bis » sein kann. 


Nun besteht für zwei beliebige Zahlen z, und z,, von welchen z, 
die dem absoluten Betrage nach kleinere sei, die Beziehung 
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IL 
=) 


Um so mehr wird also sein 


Mit Benutzung dieser Relation gelangt man leicht zu der Ungleichung 
ii : >: (4n +1): 
Gr — (k+1)(2k+1) I 
Die Reihe (37.) convergirt also jedenfalls bereits vom Gliede @, an, wenn 


(4n + 1)? (k -+- 1) (2k „1 1) 


I | 2k’ 
u, | 
Den Grenzwerth, welchem sich der Quotient j;, , mit wachsendem 4 
T:+1 
nähert, findet man, wenn man setzt 

4n + 1\” ‚4n-+-1I\” 

| Bi, a =) + (I-:) 

G; Er 2k | 4n-+3/ 4n +0) 

Gr 2kH+l os | l (=, | 1 In + 1 

(4n+1)? (4n+35)’ \4n-+- 5) ' (4n+5)’ \4n 5 


Mit wachsendem % nähert sich dieses Verhältniss mehr und mehr dem Werthe 


‘ (G, (4n n— 1) 
Gr+1 ka I 
d. h. die bereits früher aufgestellte Forderung (36) 
u l 
(4n+1)° 


ist nothwendige Bedingung für die Convergenz der Reihe (37.). 
Wir geben nunmehr der Gleichung (37.) eine etwas andere Form, 
welche unseren Berechnungszwecken besonders dienlieh ist. Wir setzen 


allgemein 
l | 1 
I, = 1- L Rn ne 
(40.) Ü,, | 3. I FRA 73 | 
worin %k irgend eine ganze Zahl bedeuten soll. Man kann dann auch 
schreiben 
| | | 
En u 
(nel zutze (4n— 1) 
2 | I | 
np 2 | Da Eu \2% j 
„ı Udn +4» — 5) (4n +4» — 1)*. 


In der ersten Zeile stehen die 2» ersten Glieder der Reihe U 
in der zweiten Zeile steht der in Gleichung (37.) (mit den Exponenten 
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2k = 2, 4, 6...) vorkommende Summenausdruck. Zum Zweeke einfacherer 
Schreibweise möge ferner gesetzt werden 


m 1 l 
41. Be; = 5 | ve | 
(#1.) m =, LAn+4vr— 3% (Ant v— 1)’ 
sodass U,,,, nichts anderes bedeutet als die Reihe U,, ausschliesslich der 
2n ersten Glieder. In Folge dessen lässt sich Gleichung (37.) wie folgt 
schreiben 


I +.) > 
Un 


= 


(42.) 4rrah - Wi : 


) 
3 2n | U In 2 7 | 
A(l+7)% Br” 


Di 


[ 


Stellt man dieser Gleichungsform die Form (38.) 


4rrah 


ae W;,-+ (G1,—G; + G; a: 
A(l1-+r)? 


gegenüber, so ersieht man leicht, dass allgemein geschrieben werden kann 


z4* (1% 2k l Us, In 
(43.) N er ) 
GT 2k + 1 € [ 2k+2, 2n 
eine Beziehung, welche in ansführlicherer Form schon oben bei der Er- 


G 
mittlung des Grenzwerthes | benutzt wurde. 


7 

ei 
Für die Zwecke des numerischen Rechnens empfiehlt es sich schliesslich 

noch, in Gleichung (42.) an Stelle der Grössen U,;, ,, gewisse Grössen Us, ., 

einzuführen, welche durch die folgenden Beziehungen definirt sind 

A 


In 2, 20) 


> 
U, a 10° .) Un; 


(44.) U. = 103 





Die Gleichungen (42.) und (43.) erhalten dann die Formen 


(45.) 


Arcah 


a 7 T' Be rt T e T ? FR 
A A Pr 1): er. W In + U 2, 2n U, ın („) + U, In (2) ’ 
/ {) G. 10' U; 2 
(46.) = 


7) [2 
Gr; 41 T UÜsx +2 2n 
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Durch Verwendung der Grössen U,;,,, statt der Grössen Ü,, ,, wird 
die Anzahl der Deecimalstellen dieser letzteren auf ein für die Rechnung 
bequemeres Mass redueirt. 

Was nun zunächst die Zahlenwerthe U,, [Gleichung (40.)| anbelangt, 
so begegnet deren genauere Berechnung einigen Schwierigkeiten. 

Während man zur Berechnung der Zahlenwerthe U;,,, die bekannten 
Beziehungen hat 


und allgemein 


3 E; er 
u? 25 Ge" 1.2.3 Ih 2,/ 


_ Met)... 


worin für E, die bezüglichen Eulerschen Zahlen 

Bel B=5d5, 5=6l, E = 1386, 
einzusetzen sind, existiren meines Wissens keine einfacheren Beziehungen, 
welche zur Berechnung der Reihensummen U,, dienen könnten. In den 
Lehrbüchern findet man keinerlei genauere Angaben in Betreff der Zahlen- 
werthe dieser in der T'heorie der Vertheilung der Eleectrieität auf zwei sich 
berührenden Kugeln mit Nutzen verwendbaren Reihensummen. Ich habe 
desshalb einige von diesen Zahlen nach verschiedenen Rechnungsmethoden 
bestimmt, nämlich die folgenden 
U,=0, 915 965 594 177 22 
[ 0, 988 944 551 741 10 
U, = 0, 998 685 222 218 44 
U, = 0, 999 849 990 246 829 7. 


I 


Ist man im Besitz dieser Zahlen U;,,. so bietet die Ermittelung ent- 
sprechender Zahlen UÜ,,., bezw. U;,,, [Gleichungen (41.) und (44.)] keine 
Schwierigkeiten mehr. Um die numerischen Berechnungen zu erleichtern, 
wurden denn auch für eine Reihe von Indices (n = 2, 4, 8, 12) die in 
Gleichung (45.) vorkommenden Coeffieienten U; ,,„. U; .., Us, und U,,, 
berechnet und in folgender Tabelle zusammengestellt. Von Interesse 


: : 2 or . I. (7, 
bei den Berechnungen sind die jeweiligen Verhältnisse = -, welche der 


Ik+1 


(rleichung (46.) gemäss 
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G r’ 
Ik Krk 10* 2, In 


G; +1 U3; +2, 2n 


A 


.T 
in die "Tabelle mit aufgenommen wurden. 


Tabelle der Werthe U;, .,- 





Ri k=2 k=3 k=4 


n—=2 0,007 454 868 6 1. 600 858 22 274,535 751 42 664, 195 


| 

| 
; 46, 8 58,3 64,3 | 68,2 
u, = T | T T | r 
n—=4 0,001 930970 0,110246 15 5,1756497 | 224, 046 91 
GL 175, 1 213, 0 231,0 | 242, 2 
Re T T T T 
n—=8 0,000 486 862 2 0, 007 083 87 0,085 5713 0, 961 26 








SR 687,5 827.5 390,2 926.4 
Gr 41 T | T T T 
n = 12 0,000 216 732 2 0, 001 406 77 0, 007594 5 0, 055 22 
w 1540, 6 1852. 4 1987, 1 | 2064, 6 
a T T T | T 





Die Anwendung der T’abelle möge an einem Beispiel erläutert werden. 


Es sei für den Punkt u = e0s9= , d.h. für 9 = 60" der Werth 


4rah 


m bereehnen: man findet dann 


7 
> 


- 1 .' € v fi 
A = 3 R — - == 9, 
2 (A+u) "a 3 


Es genügt für diesen Fall, wenn z = 2 angenommen wird. 
Man hat dann zunächst nach (35.) 
1 > h) T 
vr 2 108 792 3 + r2 a (72108 
+3» @+3° +9, (+32 


In 


oder auch, wie man leicht findet, 


{ 
69 


Wi; Er B 1 
W,= ,(1-,13+,,V7-, Y13), 


woraus sich bereehnet 


W;, = 0, 067 910 24 
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Ferner hat man nach Gleichung (45.), bei Benutzung der in obiger 
Tabelle für » = 2 enthaltenen Üoeffieienten U;, , 
4rrah 


.- 0, 067 910 249 — 1, 600 858-0, 0003 « 
A(1-+3)? 


+0, 007 484 869 6) — 42 664, 19-0, 0003’ 
+ 274, 535 75-0, 0003° «. _. 


Bei den Gliedern @ dieser Reihe wurde die jeweilige Bezeichnung 
des Gliedes in Klammern hinzugefügt. Will man nun ein Urtheil darüber 
gewinnen, in welchem Grade dıe Reihe convergirt, so braucht man nur die 
r ” op " (7 
in der Tabelle für » = 2 angegebenen einfachen Ausdrücke „ zu be- 


1 
rechnen. Man hat der Reihe nach 
für 


G, G, G G 
G, G, G, G 
die Werthe 
16.5 8.5 64.5 68. 2 
:) 5) ’ ) 


oder 

15,6 194 214 232,7: 
(G. 
([ 


Verhältnisszahlen lassen sich, ohne besondere Rechnung, auch die Werthe 


schätzungsweise wird sein —= 24. Mit Benutzung der beiden letzten 


der Reihenglieder @, und @, angeben, so dass man erhält 


—— — 0,067 910 249 — 0,000 480 257 
+ 0, 007 484 869 «»  — 0, 000 001 152 
+ 0, 000 024 708 «)  — 0, 000 000 002 1 
+ 0, 000 000 051 «., 
oder 
mat  0,075419 877 — 0, 000 481 411 


— 0,074 938 466. 


Es wird demnach der gesuchte Zahlenwerth 


4rrah 
| 


Journal für Mathematik Bd. CXXV, Heft 4. 


= 0), 599 507 73. 
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In dieser Weise wurden für eine Reihe von Winkeln $ die Werthe 


4rrah er a j 
berechnet, die in der weiter unten folgenden Tabelle angegeben sind. 
2 
ö h m 4rrah INPRrS ei Ze 
Es gelingt nach dieser Methode den Werth 1 beispielsweise noch für 
>] - ; 
u=«0s 4 = ,, auf 6 Decimalstellen genau zu berechnen und zwar nur 
DZ £ 


mit Benutzung der in der obigen kleinen "Tabelle enthaltenen Zahlen. 


y ; A . 4rrah .. 2.7 
Wollte man in diesem Falle a7 direet nach Gleichung (29.) berechnen, 


so würde man selbst mit einem bedeutenden Aufwand von kechnungsarbeit 
nicht einmal zu einer greifbar bestimmten Zahl gelangen. 


Der hier (für den Speecialfall zweier sich berührenden Kugeln von 


© . en u Arah - . . * 
gleichem Radius) berechnete Quotient steht in einer sehr einfachen 
Beziehung zu dem Verhältniss 


h 
m? 


in welchem A, die mittlere elecetrische Dichtigkeit auf einer Kugel bedeutet. 
Ist E die (auf beiden Kugeln gleiche) eleetrische Ladung, so hat 
man zunächst 


E 


nm Ana? 


h 


Ferner lässt sich das Potential A hier bekanntlich wie folgt aus- 
drücken 
E 


aloge2 


4 


Kliminirt man aus diesen beiden Gleichungen E, so ergiebt sich 


l l Ara 


—_—— 


re "ur 
Multiplieirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung mit A, so erhält man 


h l Be) 


(#1.) wi loe2 N A 


ni « > . . r “s . h . 
eine Gleichung, nach welcher sieh die Verhältnisse „- leicht berechnen 


lassen. 
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In der folgenden Tabelle von Zahlen wurden die zugehörigen 


tan 
A 


k h i u EL u ; 
Zahlen „ mitangegeben. Solche Verhältnisszahlen werden mit Vortheil den 
m 


graphischen Darstellungen der eleetrischen Vertheilung zu Grunde zelegt. 


rn r tz ] / 
Tabelle von Werthen r “und 
/ Bm 


für zwei sich berührende Kugeln von gleichem Radius. 











. trah h 
[Ki A % I 
A h 
| 1 ee ()® 0. 000 000 (). 000 000 
>] 63 ” 140 99° 
1 ü 575) 4 22 VO, OVOL US 0.001 D70O 
32 64 19 
{ 1» 1; sn 195 
f DA (0) IA, * “Lie, 
R 16 ) Z )d ‚114256 0), 164 834 
| 3 2 nn 
> 4 ) HU 0,299 DVS 0). S64 907 
( ( ) ‘ - 2 au ee 
) = 1 90 0.803 070 1. 1583585 
l | l ee al 
er. } 5 120 0. ST 121 1. 267 735 
T 1 | ! 
—_ 2 4 151°3 0. 908 630 1.310 375 
e 16 19 
— ] ( 0 ISO 0, 915 966 1,321 459 





Schliesslich mögen noch zwei für den Physiker besonderes Interesse 
bietende Reihen hier eine Stelle finden, diejenigen Reihen nämlich, welche 
zur Berechnung der electrischen Dichtigkeiten in den in der Centrallinie 
gelegenen Punkten der Kugeloberfläche dienen können. Die beiden Kugeln 
sind hier wieder in beliebiger Entfernung gedacht. 

Man gelangt sehr leicht zu diesen Reihen, wenn man von Gleichung (16. 
S. 161 ausgeht”) 


L 1—1;, ‚ ni 
4nah = A | + 5 8, | —BZ u. 
N 1 > 1 


(1— 2uto. + 1.) 


- 


*) Der in Gleichung (16.) S. 161 unter dem zweiten Summenzeichen stehen 
gebliebene Druckfehler ist nach der obigen Gleichung zu corrigiren. 


36* 
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worin bedeuten 


bi In 2 Bun +n 
ll) a bei 


1 er &° gg” n 1 En gg 
' gr 
.- S g” c zZ 
Un = < 1 nz gr ’ Ö,, un. 1 — 


Je nachdem man nun die electrische Dichtigkeit für den inneren oder für 
den äusseren Uentralpunkt der Kugel K, bestimmen will, hat man in obiger 
(sleichung « = +1 zu setzen, so dass die Beziehungen entstehen 

1-+1 | l Om 
: —-B, u = 


1 124)” has“ a. (110) 


Von diesen beiden Gleichungen erhält man offenbar aus der einen 


Anah= All+ Sn 7 
" n—1 \ 


die andere, wenn man £, und o,, bezw. mit —t,, und —o,, vertauscht, oder 
auch, wie sich mit Berücksichtigung der oben angeführten Ausdrücke für 
Say. boys %,, ®,, leicht ergiebt, wenn man 5 mit —S, B mit — B vertauscht. 

Die Gleichung für den äusseren Uentralpunkt (u = —1, 4=0) ergiebt 
sich unmittelbar aus (17.); es ist für denselben 


Im ee. 
4nah= A|1- rn = 
ar +5 ll) 1 


” & wi (1 er ) 5 


Die Gleichung für den inneren Uentralpunkt muss daher sein 





1 +8)’ © 1 —&g” % » 
Anah = A 1  ( — 5 I _ = 
Re yo PR. DE 


(49.) SER Ir 
Ken Me. E 
1+8)" « 3 P 
_pg\ +8) 5 - 2 Bi 





1I—$8 a1 (14 e 


It A=B. so kann man einfacher schreiben 


ır% 5 
nz Inah (1+9’ LIE i Lie — 
Er TEE 

: (14) 


— 
r 


Ir 


In dieser und in der folgenden Gleichung sind die oberen oder die unteren 
Zeichen anzunehmen, je nachdem der innere oder der äussere Uentralpunkt 








k 
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in Betracht kommt. Eliminirt man aus den S. 158 angeführten Gleiehungen 
zur Berechnung von g’ die Grösse ec, so erhält man die Beziehung 


gq’ ag +b 
&® Dba’-+a 


Für gleich grosse Kugeln (a = b) ist also &= g und Gleichung (50.) geht 
über in 

2 4rcah kr fig 1--g° a 

(51) —— = —— | a ss 94 aan q | 

A I+4 Ute) (Ag) (14‘) 

eine zu Berechnungszwecken ganz brauchbare Reihe, welche sich meines 
Wissens in den Lehrbüchern nirgends angegeben findet. Die von Kirchhoff 
für die gleichen Speecialfälle entwickelten Reihen sind wesentlich com- 
plieirteren Baues. 

























Ueber rationale Functionen bilinearer Formen. 


(Von Herrn P. Muth in Osthofen). 


Die folgenden Ausführungen fussen auf der in Artikel II gegebenen 
Darstellung einer ganzen Function einer irreducibelen (elementaren) bilinearen 
orm mit eontragredienten Variablen, welche die Weierstrasssche Normalform 
besitzt. Zunächst gestattet dieselbe, zwei fundamentale Theoreme der Formen- 
theorie sehr einfach neu abzuleiten (Artikel IID); dieselben werden in 
Artikel IV verallgemeinert werden. Dann werde ich die genannte Darstellung 
benutzen, um die Aufgabe zu lösen, die Elementartheiler der charakteristischen 
Determinante einer rationalen Function einer bilinearen Form zu bestimmen, 
wenn die Elementartheiler der charakteristischen Determinante der bilinearen 
Form bekannt sind, was nicht nur rein theoretisch von Interesse, sondern 
auch für die geometrische Anwendung der Formentheorie im Gebiete der 
Collineationen unentbehrlich ist (Artikel V— VI.) 

Wiederholt wende ich ein Prineip an, von welchem Herr Frobenius 
in seinen Arbeiten über bilineare Formen häufig Gebrauch gemacht hat. 
Ich habe versucht, demselben eine Fassung zu geben, welche die grösst- 
mögliche Allgemeinheit besitzt (Artikel ]). 


Il. Sind U, V, W,...., Z bilineare Formen von je 2» Variablen x,, a, und 
2,4%, 3,...,„t unabhängige Variable, so sei A eine ganze Function aller dieser 
Formen und Variablen, also entweder selbst eine bilineare Form, oder auch, 
in dem Falle, wo U, V, W,...,Z in H nieht vorkommen, einfach eine ganze 
Funetion der Variablen z, y, 2,...,2”). Es bestehe nun für beliebige Werthe 


R\ 


Ueber symbolisches Rechnen mit bilinearen Formen vergl. $ 2 meines Buches 
„Theorie und Anwendung der Elementartheiler“ Leipzig 1599 (Im Folgenden eitirt mit ET.) 
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von £, 9, 2, .... bezw. für beliebige Werthe dieser Variablen und der Variablen 
x, u, die Gleichung 
H= 0. 


„Detzt man in dieser Gleichung für eine der Unbestimmten «x, y, 2. .... f. 
etwa für x, eine Form A von 2» Variablen «,, «, welche mit jeder der Formen 
U,V,W,..., Z vertauschbar ist, oder, wenn A nur von den z,9,3,...,t abhängt, 
eine beliebige Form A, so erhält man wieder eine richtige Gleichung.“ 

Wir bringen, um dies zu beweisen, die Form oder Funetion H, die 


inz vom Grade « sei, durch ganze Operationen auf die Gestalt 


>“ 


(1.) ig H,+ «' H, ++ ar H.. 


7 


wo H,.H,,..., H, wieder Funetionen (bezw. Uonstante) oder Formen de: 
oben definirten Art vorstellen, die aber von x unabhängig sind. Dabei ist 
bei der Bildung symbolischer Producte auf die Stellung der Formen 
U, V.W,..., Z genau zu achten. Da der Ausdruck (1.) für beliebige Werthe 
von x Null ist, so muss 
H,=H=..=H,=0 
sein; daher ist auch die Form 
(2.) A’H,+A'H, +. +A“H, 

gleich Null. 

Jetzt denken wir uns in H 

e=A«@®"=A=E=-2.u +t:%+--+z,u,) 

gesetzt, wodurch 4 in die Form K übergehe. Dann können wir stets, da 
nach Voraussetzung A mit U,V,W,..., Z, also auch jede Potenz von A mit 
jeder ganzen Funetion von U.V, W,...,Z vertauschbar ist, durch ganze 
Operationen, die denjenigen völlig analog sind, durch welche H in (1.) 
übergeführt wurde, die Form K auf die Gestalt (2.) bringen. Daher ist 
K=V(, w.zb. w. 

Setzt man in der Gleichung K=0 für y eine mit A bezw. mit 
A, U, V, W, ..., Z vertauschbare Form B, so erhält man nach dem eben 
(rezeigten wieder eine richtige Gleichung. U.s. w. Also: 

Aus der Gleichung H = U geht dadurch eine richtige Gleichung hervor, 
dass man in ihr für beliebig viele der Unbestimmten x,y,2,...,t Formen 


A,b,C,... setzt, die zu je zweien unter sich, und falls H nicht nur von 
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2,4, 2,...,t abhängt, sämmtlich mit den Formen U,V. W,.... Z vertanschbar 


sind.” 
ll. Es sei eine eanze Funetion m-ten Grades der Variahlen » 
em) 
N \ ' 
/(r) a, tra rt+a,r +: tar 
2 . a" I(r) \ N 
sereben. Dann ist bekanntlich, wenn - f (r) gesetzt wird, 
dar’ “ 
"(2 f'(x\ fun) (#) 
(z+y) = (a) „+ | | | 
Katry)=ft 1 Ir Y ar 


für beliebige Werthe von x und y. Bedeuten daher A und B vertauschbare 
Formen, so ist nach Art. ] 


DE 5 / f(A)n,f'(4A) „ f"V(4) 
9.) f(A+ B) = f(A)+ | B- > b’+...- -— 
Wir setzen nun in (3.), was erlaubt ist, 
A=cE=cu, B= 2, u +2, +: +2,_,% n 1 


wo e eine ÜUonstante bedeute. Da hier 


FA) = Own L(A)= Flur, FA) = (Om 
und 
B’=2.u +54. +2,.u, B’B=- 1, +24 +7,34, 
ne D’mnu, DB’=0 


ist, so erhalten wir, wenn wir noch 


I 


eu +++ +z,_,u) = A+B=J 


setzen, die Gleichung 


f(J) = f(e)u,+ 2 (2 +++, ı4,) 
f" (e) pri (6) 


-4- 3! 2,5; ++: +2,_.u)+t'} Er, 


(4) 





2,4, 


die für jedes m nn gilt. Bei a—1 denken wir uns die eingeklammerten 
Ausdrücke in J und in (4.) reehts Null gesetzt. 

Sind x, a, eontragrediente Veränderliche, »0 ist J eine irredueibele 
bilineare Form dieser Variablen [ET S. 155]. Ist A eine andere elementare 
"orm der @, «, und ihre charakteristische Determinante |r E- A| = (r—e)", 


\ 


*) Man vergl. zu diesem Artikel: Frobenius, Ueber vertäuschbare Matrizen, 
Sitzb. der Berl. Akad. (1596), 8. 601M., $ 1. 
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so sind A und J ähnliche Formen [ET Art. 77): aber auch die Formen f( A 
und f(J) sind ähnlich.*) Also 

Ist f(A) eine ganze Function einer elementaren Forn von ?n con 
Iragredienlen Variablen mil der charakteristischen Determinant, 


so ist f(A) ähnlich zur Form (4. 


III. Die Form /(A) ist dann und nur dann (identisch Vall. wenı 
(J) = 0 ist, wenn also 

f(e - f (e = ! (C f 5 | 
ist, d. h., wenn f(r) durch (r— ce)" theilbar ist 

Ks sei nun B eine beliebire Form von 2» Variablen und. als Produ: 
ihrer Klementartheiler geschrieben, die Determinant 

fr rE-B r—d r— 14 .(r—I 
wobe:ı 
(D. ( ( 


vorausgesetzt werden darf. B ıst einer redueirten Forn 
R = J".J) 4... JP9 4) 
ähnlich, wo J@ eine elementare Form von 2« Variablen vorstellt. dere: 
charakteristische Determinante gleich (r—a)‘. ist, und Analoges vo 
J a 
oilt JET Art. 77 


Eine ganze Function z(B) von B ist bekanntliel ähnlieh zur Forn 

(6. z(R (Je) +z4(J ++z7(J (dl 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, das B ) 8 
besteht darın, dass y(R 0 ist, was dann und nur dann eintritt, wenn di 
einzelnen Theile der zerlegbaren Form z(R) für sich Null sind. Nun sin 


aber die Formen 2 (J®), 2(J“")... nach dem eben Gezeigten mit Kücksich 


auf (5.) dann und nur dann Null, wenn z(r) dureh (r—a)‘ theilbar is 
Analoges eilt für die TV’heilfiormen 2”), 2 I )y | \ Die Form z(B 


ist demnach dann und nur dann Null, wenn z(r) dureh (r—a 
also dureh 


vr I (dl } !} 


Frobenius, dieses Journal 1818 bil. 84 


vn Kun 6 ) 
i " wi ie 


Frobenius. |. 


Journa lu Mathematil bh \ Re \ tiel i ’ 
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theilbar ist; w(r) ist der „n-te Elementartheiler der Determinante |r E-B|. 
Daher gilt der Satz von Frobenius: 

„Ist w(r) der n-te Elementartheiler der charakteristischen Deter- 
minante einer Form B von 2» Variablen, so ist w(B) = 0 die Gleichung 
niedrigsten Grades, welcher die Form B genügt, und ist x(B) =0 eine 
andere Gleichung, der B genügt, so ist x(r) durch y(r) theilbar“. 

Da $(r) durch y(r) theilbar ist, so ist (DB) = 0. Also: 

„Ist die charakteristische Determinante |r E—-B| von B gleich %(r), 
so ist g(B) = 0“.”) 

IV. A und B seien vertauschbare bilineare Formen von je 2» Variablen, 
die Determinante |2A+yB! = y(z,y) der Formenschar 2 A+yB sei nicht 
identisch Null und 

v(2,9) = aa’ ta, a yt.+a,y’ 
der n-te Elementartheiler von |JeA+yB\. 

Wir wollen zunächst annehmen, dass die Determinanten |A| und |B 
nicht beide Null seien, und dass etwa |4|+0 sei. Dann ist der Coeffi- 
cient +0. 

Da symbolisch 


zA+yB= (zE+y 2) A 


ist, so sind die Scharen 2A+yB und zE+y“ äquivalent, und w(x,y) ist 


somit auch der »-te Elementartheiler von zE +y |. Der n-te Elementar- 


I 
l 


theiler von =E-? ist daher gleich v(x,—1), folglich nach Ill 


A 
say ul il) 


woraus sich durch Multiplication mit A? die Gleichung 


y (B,— A) = 0 
ergiebt. 
Angenommen, es sei 


ı(2,y) = b,2°’+b, at yte- +b, y' 


*) Die Litteratur über diese Sätze findet man Encykl. der math. Wiss. Bd. |, 
S. 171 u. 172. 
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und x (B,—A) = 0. Dann folgt hieraus durch Division mit A’ 


"+0 


Also ist nach III x (@,—1) durch y(z,—1) theilbar. Da aber +0 ist, 
muss auch 4% (@,—y) durch w(x,—y), x (z,y) durch w(x,y) theilbar sein. 
Es seien jetzt die Determinanten |A, und |B Null. Wir setzen 


7) | z=ar+Ppy, dc = dız—Py, 


| yyarıdy, Iy = —yıtay, 
wo 4 = (ad—-Py)+0 seiund «,y so gewählt seien, dass «A+yB +0 ist. 
Dann wird 
zA+yB=(aA+yB)z+(PA+JB)y = Ax+By.. 

Geht durch die Substitution (7.) w(z,y) in 

v(c,y)=aat+a 2" y + +a,y” 
über, so stellt w' (x’, y') den »-ten Elementartheiler von = A -+y' B’ vor 
[ET Art. 37]. Da A’ und B’ vertauschbare Formen sind und ‚A nicht Null 
ist, hat man daher nach Vorstehendem die Gleichung 

(8.) w(B,—A)=Vd. 
Nun ist aber identisch 
P (ve +aa"y+-+a,y’) = a(da-Py) ta (da —Py)'(yatoy) 
He ta, (-yatay). 

Aus dieser Gleichung geht eine richtige Gleichung hervor, wenn man 


ze=B, y=-—A setzt (D); es ist also mit Rücksicht auf Gleichung (8.) 
(9.) #w(B,— A) = w(B,—-A)=0, 
mithin 


w(B,— A) =. 

Es sei nun, wie oben, x (B,—A)=0. Geht x(z,y) durch die 
Substitution (7.) in x’ (x, y’) über, so beweist man, wie vorhin die Gleichung 
(9.), die Gleichung 

4y(B,—-A)=x(B,—-A). 
Aus x(B,—A) =0 folgt daher x’ (B',—A') = 0 und hieraus nach Obigem 
die Theilbarkeit von x’ (z', y’) durch w (z’, y’); hieraus endlich, dass x (x, y) 
durch w(z,y) theilbar ist. Also: 

„ist w(z,y) der n-ie Elementartheiler der Determinante 


zA+yBi=o(e,y) 
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einer ordinären Schar bilinearer Formen ze A+yB, deren Grundformen 
A = 2Za,2u, B= >2b,2w (ü,k= 1,2,...n) 
verlauschbare Formen sind, so ist 
y(B,— A) = 0 

die homogene Gleichung niedrigsten Grades, welcher die Formen B, — A genügen, 
und ist x (z,y) eine binäre Form derart, dass x (B,— A) = 0 ist, so ist 4 (x, y) 
durch w (x, y) theilbar.‘“ 

Da y (x, y) durch y(z, y) theilbar, also etwa p(z, y) = Iz,y) w(z,y) 
ist, so hat man (Il) 

p(B,—A) = 4 (B,— A) w(B,— 4) =. 

Sind die Formen A, B vertauschbar, und ist 2A+yB = y(z,y), 

so ıst stets 


y(B,—A) =. 

Dieser Satz lässt sich sehr einfach direct beweisen. Wendet man 
nämlich den letzten Satz in III auf die Form eA+yB an, so ergiebt sich 
eine Gleichung 

(eA+y BB" — ec, (2 A+yB)"+c,(2A+yBW"— .. +tYp(z,y)J)E =0, 
wo ec, eine homogene ganze Function ‘-ten Grades von z, y vorstellt. 
Hieraus aber folgt sofort für e=B,y=-A (|) 
p(B,—A) = 0) 


V. Von jetzt ab bedeute f(J) = 1% eine rationale Function der 
elementaren Form J in Artikel II. Bekanntlich ist f(J) gleich einer ganzen 


Function F(J) von J, wobei 


F()=f(o), F (= f(o,... Fr (0 = fe” (0) 


ist.) Somit hat man nach (4.) 


7 7 R Fer) u 
KN=-FN=-FOnt aut t+ pı T 
4 (n--1) 
v fe) “+! Na, u, + +) +..4 nn Y TC, U, 


*) It AB= BA, BP =0O(p“ n), aber BP’ +0, so ist nach Obigem, wenn 
y(a,y)E0 ist, Way) = ar, y(a,y) = |rA+yBi= const. 2a" = Ala”, A+B =|A. 
Vergl. Frobenius, a. in l.c.O., $ 2. 


ee 
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Die Formel (4.) gilt also auch für eine rationale Function f(J) von J.“) Ebenso 
bleibt das am Schlusse von Artikel II Gesagte bestehen, wenn f(A) eine 
rationale Function einer elementaren Form A und rE—-A = (r—e)” ist. 

VI. Bedeutet A die eben erwähnte elementare Form, so stimmen, da 


f(A) und f(J) = f(e) w+ 2 (z, %, + +)++- ähnliche Formen sind, die 


Elementartheiler von |rE-f(A)| und rE—f(J): überein. Wir wollen jetzt 
die Elementartheiler der Determinante rE—f(J) = S bestimmen. 

Ist » = 1, also /(J) = f(e)uw,, so hat S den Elementartheiler r —f (e). 
Ist „a >1 und zunächst f($) = f" (eo) = ++ = f"" (ec) = 0, so besitzt, wie 
ohne weiteres klar ist, S den Elementartheiler r—/f(e) »-mal. Wir wollen 
endlich annehmen, dass » > 1 und 


fO=-"$=- ==), 


aber 
f® (+0 


sei, fürk— rn —1.”) Wir setzen dann abkürzend 


r—f(e) PR L, me (c) 0 


o! 


0 
“ 


und denken uns das System S der Determinante S so geschrieben, dass 
links von der (Haupt-) Diagonale lauter Elemente Null stehen. Die 4 
ersten Elemente der Diagonale wollen wir vorübergehend mit Z,, L., ... Z, 
bezeichnen. Ferner verstehen wir unter Z, (S,) die o-te Zeile (Spalte) 
eines Systems. 


Nun vertauschen wir in © die S, und S,,,, multiplieiren bei kn —2 
. . L dı 2 An— . . 
die S, des neuen Systems mit 2 . vn - und subtrahiren sie dann der 
k k r 


Reihe nach von der S;;,, S;,., ... S,; hierauf multiplieiren wir die Z,,, mit 


— , die Z,,, mit z 


. . dn— . . r 
„.., dieZ, mit " und addiren jedesmal zur Z,,.. Ist 
'k 


k Ad; 


aber k= »-—1, so subtrahiren wir nur die mit —'- vervielfachte S, von der 


n—l 


Y . . . . . L . » 
S,. »Subtrahiren wir in dem so erhaltenen System die mit _ vervielfachte 
k 


”) Vergl. hier und im Folgenden: Bromwich, Proc. of the Cambr. Phil. Soc., 
Bd. XI, S. 86—89. [Zusatz bei der Korrektur. 
**) Es sei also f'(e)#0, oder f'(e)= 0, f"(e)+V u. s. w. 
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° . eo [ ° s 1 [ } 
Z, von der Z,,, und multiplieiren hierauf die S, mit , die S,,, mit — a,, so 
k 


gelangen wir zu einem System ©, welches sich von S nur dadurch unter- 
scheidet, dass an Stelle des ersten Diagonalements das Element 1 getreten 
ist, während alle andern Elemente der Z, Null wurden, dass ferner an Stelle 
der Elemente a,,,, &%;2 --. @,_,_ der Z,,, von &, soweit dieselben vorhanden 
waren bezw. sich geändert haben, neue von r unabhängige Elemente getreten 
sind, und dass schliesslich an Stelle des (A+1)-ten Diagonalelements Z das 
Element L, L getreten ist. Die eben beschriebene Veränderung der Elemente 
von © tritt offenbar auch dann ein, wenn L,L,,...L, nicht dieselbe lineare 
Function L von r, sondern ganz beliebige Functionen von r vorstellen. 


Ist © kein Diagonalsystem, so kann das erste innere System von © 
analog behandelt werden, wie eben das System ©. Dabei bleiben die Z, 
und S, von © ungeändert. Setzen wir dieses Verfahren fort, so gelangen 
wir zu einem System ©” ®, das nur in der Diagonale von Null verschiedene 
Elemente besitzt. Diese sind aber leicht anzugeben. Bedeuten nämlich og, o 
positive ganze Zahlen bezw. Null, und ist 


n = ok+0(0<-k), 
so standen ursprünglich in der Diagonale die Elemente 


2. BIER 
h k a k 0 Elemente 








und zwar o-mal je k Elemente L. Nach der 1-ten, 2-ten,..., k-ten Um- 
formung von © bezw. in &, ©", ..., S® stehen in der Diagonale die Elemente 


Le ee a ee 5 cn ee ee 
Lied a en 
1 SB ee le ac 


nach (o— 1)k Umformungen die Elemente 
ELBE Ei ER EEE 
endlich nach den o übrigen Umformungen bei o>0 die Elemente 


1, l,...,1 Le, L?,..., L?; LeH!, Mr... et, 
l, l, ..,. 1; 1, En sus l; 1, so... N 1; nn m . * 


0 k—0 0 
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Die Determinante des Systems &""” besitzt daher (k—0o)-mal den 
Elementartheiler Z° und o-mal den Elementartheiler Z**+'. [ET S. 55 u. 58]; 
das Gleiche gilt von S = |S$| [ET S. 48 u. 58]. Damit haben wir folgendes 
Resultat erlangt: 


Ist f(A) eine rationale Function einer irredueiblen Form A von 2n 
contragredienten Variablen mit der charakteristischen Determinante 
rE-A| = (r-e), 


ist ferner bei n_1 


FO=- ===  a=<e 


und 
m == ok+0 (0 < k), 


wo 0,0 positive ganze Zahlen bezw. Null sind, so besitzt die charakteristische 
Determinante der Form f(A) k Elementartheiler und zwar (k—o)-mal den 
Elementartheiler 


Gwio); 


und o-mal den Elementartheiler 


(r-fo)"; 


ist aber bei n—1 


PP 


fO=-")=--=- O0, 


so besitzt dieselbe n-mal den Elementartheiler r—f(c). Im Falle n = 1 endlich 
ist r—[(c) der Elementartheiler von rE—/[(A).. 


VII. Ist daher » = 1 oder nr > 1 und f(c)+0, so besitzt die Deter- 
minante |r E- f(A)| nur den einen Elementartheiler (r—f(e))': f(A) ist eine 
elementare Form; ist aber »n > 1 und f'(e) = (0, so ist f(A) eine redueible 
Form, da |r E—f(A)| mehr als einen Elementartheiler besitzt.*) 


Bedeutet B eine beliebige bilineare Form von 2» Variablen, und sind 
(r—a)’, (r—a)”,...,(r—b)’, (r—b)”,... die Elementartheiler von |rE—Bl, 
so sind die Formen B und R in III, ebenso die rationalen Funetionen f(B) 
und f(R) von B und R ähnlich. Da ferner die Gleichung (6.) auch für 


*) Frobenius, 1. c. S. 24, Satz IV. 
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= f gilt, so erhält man die Elementartheiler von |rE—f(B)|, indem man 
diejenigen der charakteristischen Determinanten von 


(IN) ENT IHM er, 
welche nach dem vorigen Artikel bestimmt werden könnnen, zusammennimmi 
IET 8. 56 u. 58]. 

Verschwindet f'(r) für keinen Werth, für welchen ein nicht linearer 
Klementartheiler von rE—-B!| Null ist, so sind nach dem zu Anfang des 
Artikels hervorgehobenen Satze von Frobenius die Formen f(J) u. s. w. 
sämmtlich irredueibel, f(R) ist dann eine redueirte Form und 


-a)y, (fa), el), FD", 
sind die Elementartheiler von rE-/f(B). Diese Folgerung hat Herr Frobenius 
l.e. 8. 25 in Satz V gezogen. 





Arithmetischer Beweis eines Satzes über 
den Grad der Eliminante zweier ganzen 
Funetionen zweier Veränderlichen. 


(Von Herrn Heinrich Jung in Marburg a. d. 1,.) 


Es seien 


f(z,y) = 2" +a, 2" + +a, 
und 

g(a,y) = ba"+b,c"" +. +b, 
zwei ganze Functionen von x und y vom Grade m und » und es sei m >.n. 
Es seien also die Coeffieienten a, und b, ganze Functionen von y höchstens 
vom Grade 4. Wir wollen voraussetzen, dass die Glieder mit =”, y” in f 
und mit =”,y” in g wirklich vorkommen. Wir können dies durch eine 
lineare Transformation immer erreichen. Die Eliminante von f und g 
können wir in Form einer Determinante (m+nr)-ter Ordnung so schreiben 


f n 


A, G, G5 ++ a" Bi ri 


n Zeilen a nr ER | 





m Zeilen 0 bu db, -- b,_ 


Wir wollen den Grad dieser Determinante in y bestimmen unter 
der Voraussetzung, dass die Functionen x und eo, die aus den Gliedern der 
höchsten Dimension in /f und g bestehen einen gemeinsamen Theiler u-ten 
Grades haben. 


Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 4. 38 
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Es sei allgemein das Glied der höchsten Dimension in a, und b, 
gleich A,y’ und B,y’, so dass also 
a= A,z"+A, 2" y+-+A,y" 
ve = b,2" +B, 2" y+-+B, y", 


wo nach unserer Annahme A, A,, B,, BP, nieht Null sind. Die Resultante 
von u und o ist, « und ® als Funectionen von x betrachtet, 


A, A, y ... A, y" () + © 
0 Au Au 9", Amy" 0 
ae er ug 
B, By -- B, y" 0 + 0 
0 B, -- Bm‘ y”, By" 0 


Sie geht aus R hervor dadurch, dass man a,, 5b, durch A,y’, B,y’ ersetzt. 
Die Voraussetzung, dass # und » einen gemeinsamen Theiler u-ten Grades 
haben, können wir so aussprechen. Man kann in S durch solche Um- 
formungen, die den Werth einer Determinante nicht ändern, in uw Zeilen 
alle Elemente zu Null machen. 


Nämlich: Es sei z der gemeinsame Theiler «-ten Grades von w und ® 
und etwa 


u=x-p, 
v=yWw. 
Dann ist identisch 
(1.) uv—tvp =. 


Hierin sind w und g ganze homogene Functionen von z und y vom 
Grade »—u und m-—u, in denen nach unserer Annahme die Glieder mit 
der höchsten Potenz z und der höchsten Potenz y wirklich vorkommen. 


Multiplieiren wir nun die Gleichung (1.) mit irgend einer homogenen 
Funetion (u—a)-ten Grades von z und y, in der auch die Glieder mit x” 
und y*“”“ wirklich vorkommen, so erhalten wir folgendes Resultat: 

Haben # und » einen gemeinsamen Theiler u-ten Grades, so lassen 


sich für. @ <Z u stets zwei homogene Functionen y, und , von z und y 
vom Grade a—a und m—c« so bestimmen, dass identisch 


(2.) u vw„tep, — 0. 
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Nun sei etwa für «= 1,2,... u 


w, Bu pI” E at +p9 grrd -] y H tn, y" 


( Mm— 0. 0.) IM— U a.) n 
p, ML. g5” z + T 1 y -} Ber + "u y 


Wir können annehmen, dass p{” und 45” von Null verschieden sind, 


und setzen der Einfachheit wegen voraus, dass p\) = pl” = --- = pl” = 1 ist. 
Zufolge der Gleichung (2.) bestehen dann die Gleichungen 
| A, gr +B, er = U), 
A, pi” ZN A, ps” + b, gi“ + B; 1 N, 
(3.) A, we, + u + A, 7 2 + B, Be 4- .. + Ben ’R = ). 


A up, ++ Ant Bat tb =, 





A, >, ie B, er a. =WUV, 
(a  ; 
Aus diesen Gleichungen folgt aber, dass wir die Determinante S in 
der gewünschten Weise umformen können. 
Wir addiren zunächst zur ersten Zeile die der Reihe nach mit 


(1) (1) „2 (1) n—1 (1) (1), (1) m—1 
l Y,P; Y zer, Pn-ı Y ‚90 » Qı Yı +++, Im-ı Y 


multiplicirten folgenden Zeilen, dann zur zweiten Zeile die der Reihe 
nach mit 
PP Yen Pay Yen Tun y" 
multiplieirten folgenden Zeilen mit Ausnahme der ersten die Grössen B, 
enthaltenden Zeile, u. s. f.; schliesslich zur u-ten Zeile die der Reihe 
nach mit 
Pi y, DE Ye TE Ye" 
multiplieirten folgenden Zeilen mit Ausnahme der «ersten die Grössen B, 
enthaltenden Zeilen. 
Nach dieser Umformung sind zufolge der Gleichungen (3.) die ersten 
« Zeilen in S gleich Null. 
Nun sind aber A, und B, die Coeffiecienten der höchsten Potenz von y 
in a, und b,. Machen wir also dieselbe Umformung mit der Determinante R 
wie mit S, so erhalten wir eine Determinante R,, die dem Werthe nach mit 
R identisch ist, in der aber in den ersten « Zeilen die Funetionen a, durch 
Functionen ersetzt sind, deren Grad nur noch gleich 4—1 ist. Allerdings 
38* 
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stehen jetzt an Stelle der in den « Zeilen von R immer am Schluss auf- 
tretenden Nullen ganze Functionen von y. Es ist aber, wie man sich leicht 
überzeugt, für « < u der Grad der in R, in der «-ten Zeile an z-ter Stelle 
stehenden Function gleich z-—a—1 für z> «+1, während für z<«a+1 die 
die an z-ter Stelle stehende Function Null ist. 


Wollen wir nun das Glied mit der höchsten Potenz von y in R, 
haben, so müssen wir in R, alle Elemente durch die in ihnen enthaltenen 
Glieder der höchsten Ordnung in y ersetzen. Dadurch erhalten wir eine 
Determinante S,, die sich von S nur in den ersten u Zeilen unterscheidet. 
Diese ersten u Zeilen aber haben folgende Form 


0 ce» c y cm y’ ci Der; — 
00 CP  CPy 0, geh? 
0000 ee 


Multiplieiren wir also in S, zunächst jede der ersten « Zeilen mit y und dann 
die m+n Zeilen der Reihe nach mit y',y',...,y",y",y',...,9”', so können 
wir jetzt aus den Colonnen der Reihe nach die Factoren y", y', ..., y”*”' vor 
die Determinante setzen. Die übrig bleibende Determinante enthält dann y 
nicht mehr. Da wir aber S, erst mit 
Po sei. 2 
y 3 
multiplieirt haben und dann den Factor 
(m+n) (m+r—1) 
y 2 
abgesondert haben, so enthält S, gerade den Factor 


(m+n) (m+n—-1) m(m—1) _n(a-1) 


7 ie ER 


y 2 2 2 m ale 
Also: Sind f(z,y) und g(z,y) zwei ganze Functionen m-ten und n-ten 
Grades und haben die aus den Gliedern der höchsten Dimension von f 
und g gebildeten Functionen einen Factor w-ten Grades gemeinsam, so ist 
der Grad der Eliminationsresultante von f und g höchstens gleich mr — u. 


n(n—1) 
Zu 








Legen wir dem Beweise die Darstellung der Eliminante in der Form 
einer Determinante m-ter Ordnung zu Grunde, so ist er in folgender Weise 
zu führen, 
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Es seien 
f(e) = a2" +a,2""+---+a,, 
g(z) = b,2" +b,2""+-.-.+b, 
zwei ganze Functionen von x und m >n. Dann lässt sich die Resultante 
von / und g in der Form einer m-reihigen Determinante darstellen, etwa so 
R = |A,.|. 
Dabei sind die A, linear in den a und in den b und isobarisch vom Gewichte 
n—m-+i+x-—1. Die Determinante R ist aber in den a und 5 isobarisch vom 
(Gewichte mn. 
Es seien nun die a und 5b ganze Functionen einer zweiten Variabeln 
y und zwar a, und b, vom Grade 4. Dann werden auch die A, ganze 
Funetionen von y und zwar vom Grade a—m+i+z—1. Es sei das Glied 
höchster Ordnung von A, gleich 
B,, y" a 
Die Determinante 
S=|B, 


ıXx 


ist dann nichts anderes als die Resultante der Funetionen « und », die aus 
den Gliedern der höchsten Dimension in f(x,y) und g(z,y) bestehen. 
Haben nun « und » einen gemeinsamen Theiler «-ten Grades, wie wir 
voraussetzen, so verschwinden in S alle Unterdeterminanten (m— u+1)-ter 
Ordnung, aber nicht alle (m — u)-ter Ordnung. 

Wir formen nun die Determinante R = A, in folgender Weise um. 
Wir addiren zur letzten Zeile die der Reihe nach mit 


1) —1 1 —? 1 
DE u 


m—1 y Am? N 
multiplicirten vorhergehenden Zeilen, dann zur zweitletzten Zeile die der 
Reihe nach mit 
ren ig 
multiplieirten vorhergehenden Zeilen u. s. f.; endlich zur «-tletzten Zeile die 
der Reihe nach mit 
a TA Yy 

multiplieirten vorhergehenden Zeilen. 

Dann lauten für © =1, ..., «, die Glieder höchster Ordnung der 
Elemente der (m—«+1)-ten Zeile 

ale IB, mar +4” B; rt + un) a BD, ıl- 


(ie 1,2,..0) 
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Diese können wir aber durch geeignete Wahl der Grössen 4 zum Ver- 
schwinden bringen, da in der Determinante B,, alle Unterdeterminanten 
(m— u+ 1)-ter Ordnung verschwinden. Nehmen wir die A in dieser Weise 
gewählt, so haben wir A= A, in eine Determinante AR, umgeformt, die 
dem Werthe nach gleich AR ist, sich aber dadurch von AR unterscheidet, 
dass in den « letzten Zeilen alle Elemente durch Functionen ersetzt sind, 
deren Grad um Eins niedriger ist als der des entsprechenden Elementes in AR. 
Wollen wir das Glied höchster Ordnung in R, haben, so haben wir alle 
Elemente durch ihre Glieder höchster Ordnung zu ersetzen. Auf diese 
Weise erhalten wir eine Determinante S,, die dadurch aus der Determinante 


S- | 

hervorgeht, dass die Elemente der « letzten Zeilen durch andere ersetzt 
werden, die den Factor y in einer um 1 niedrigeren Potenz besitzen. Nun 
hat in der entwickelten Determinante S jedes Glied den Faetor y"”. Jedes 
dieser Glieder enthält aber aus jeder der « letzten Zeilen ein und nur ein 
Element. Also enthält jedes Glied der entwickelten Determinante S, den 
Factor y""*. 

Damit ist der Satz bewiesen. 











Ueber das Integral der Differentialgleichung 
zyH+ty+tay=0. 


(Von Herrn J. Frischauf in Graz.) 


Im 56. Bd. dieser Zeitschrift giebt Herr AR. Lipschitz die Entwickelung 
des einen unter dem Namen Besselsche Funetion J bekannten partieulären 
Integrals in Form einer semiconvergenten Reihe. Dieselbe Reihen- 
entwiekelung lässt sich auch auf das zweite partieuläre Integral anwenden, 
wie im Folgenden gezeigt werden soll. 


Das Integral der vorliegenden Differentialgleichung wird am leichtesten 
erhalten, wenn man es in der Form 


y= 2 e” V de 


voraussetzt. Die Grössen e,,®v, und die Function V werden bestimmt aus 
Vil+ev e” | =(, /= - 

en Yyl1-+v’ 

Für ein positiv vorausgesetztes x erhält man für vo, und o, die Werthe +i 

und —©; um zwei brauchbare partieuläre Integrale zu erhalten, fügt man 

diesen Werthen noch O bei und erhält dann 


l-+ı yl-+e‘ 
G+6+G=0, 


nor C + C, a e?’ dv 16, [ nn =. 
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oder nach Sonderung des Reellen und Imaginären 
u dv ” e-“ do !sinzv dv 
u B kennen B ee 1 game 
’ Sf y1—r’ i f Yl+v . Terfl 
wo B, und B, willkürliche Constante bedeuten. 

Die erste Gleichung der Seite 193 des Aufsatzes von Lipschitz, 
zerfällt durch Sonderung des Reellen und Imaginären in zwei Gleichungen; 
aus dem Coefficienten von ö dieser Gleichung erhält Zipschitz die Besselsche 
Function, d. i. das erste particuläre Integral; aus dem reellen Theile folgt, 
dass das zweite particuläre Integral gleich ist dem reellen Theile von 

. & e-:z(c+i) dv 
J Yl+@+’ 
Man ersieht, dass (mit Zuziehung des Factors =) für das zweite partieuläre 
Integral ein Ausdruck folgt, der aus Gleichung (10.) S. 193 erhalten wird, 


indem man 2-; n durch +, ersetzt. 


Wählt man statt der beiden obigen mit y, und y, bezeichneten parti- 
eulären Integrale 


n, = Yı+ Y», Nn. = Yı —Yı 
als particuläre Integrale, so erhält man für 7, und 7, jene Reihen, die nach 


Petzvals „asymptotischer Integration“ (Integration der linearen Differential- 
gleichungen, Bd. II, S. 369 ff.) erhalten werden. 








Sur le developpement des fonctions 
doublement periodiques de seconde espece 


en serie trigonometrique. 


(par M. F. Gomes Teixeira a Porto, Portugal.) 


1. On peut faire dependre l’etude des fonetions doublement p£rio- 
diques de seconde espece, dont les multiplieateurs sont e et ec’, de l’&tude 
d’autres dont Yun des multiplicateurs est egal A l’unite. En eonsiderant 
done ce dernier cas, soit f(x) une fonetion donnee qui satisfasse aux eonditions 

f(z+2w) = f(x), f[a+2w) = cf(r). 

On sait developper cette fonction en serie trigonometrique, valable 
dans tout le plan de representation de la variable x, et aussi en serie valable 
dans la zone comprise entre deux droites dont l’inelinaison sur l’axe est 
egale A argument de w. Briot et Bouquet, dans leur ouvrage sur la Theorie 
des fonctions elliptiques, ont employe&, pour obtenir ces developpements dans 
le cas partieulier oü ce = —1, la theorie des residus de Cauchy. Nous allons 
demontrer qu’on peut traiter cette question dans le cas general, olı e est 
un nombre quelconque, au moyen de la m&me theorie. Nous partirons, 
dans ce but, de l’integrale 

a u 
Di f(z2)e® ds 


rt: iz ) 


ww BR: E ww 


e 


qui nous a servi deja pour obtenir la formule de Fourier, dans un artiele 
publie dans le Tome CXII, p. 97, de ce Journal; et nous obtiendrons de 
Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 4. 39 
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cette maniere non seulement les r&sultats connus, mais encore quelques deve- 
loppements, valables dans un demi-plan, qui, & ce que nous croyons, n’ont 
pas encore et remarques. Nous supposerons que la fonction f(x) ait un 
seul pöle dans chaque parallelogramme des periodes, et que ce pöle soit 
simple. On pourrait traiter au moyen de la m&me analyse le cas general 
ou dans chaque parallelogramme il existe un nombre quelconque de pöles, 
avec un degr& quelconque de multiplieite: mais on n’en a pas besoin, parce 
qu’on peut reduire ce cas & l’anterieur au moyen de la formule de decom- 
position de Hermite. 


£ BL ;N 2. Considerons dans le plan de representation 
We {B' de x un parallälogramme ABCD dont le ceöte 
Fe DA repr&sente geometriquement, en grandeur et en 

Bus seele Fi „ (direction, la quantite 2w, et dont le cöte AB 
DD’ 47 . represente la quantite 2(a+P-+1)w, « et 9 &tant 


aD deux nombres entiers positifs quelconques. 

Dans ce paralleälogramme la fonction f(x) a «a+P+1 pöles, quon 
peut representer par 

a—20w, a—2(e—1)w,...,a, a+2w, a+4w',..., a+2Pw'; 
et, si l’on represente par % le residu de la fonetion par rapport au pöle a, 
ces r&sidus par rapport aux pöles que contient le parallelogramme considere, 
sont respeetivement 

ET A 

Cela pose, considerons Yintegrale U prise le long du contour S du 
parall&logramme ABCD considere; et soit = l’affixe d’un point de l’interieur 
de ce parallelogramme. 


On trouve, au moyen du theoreme fondamental de la theorie des 
residus, en remarquant que les residus de la fonction 


‘712 

[der 
ist z srtx 

e Fr Bm e 1) 


par rapport & ses pöles z et a&+2mw', sont 


it 
(a+?2mw') 
w er 
PN f(®), ke": or 
ıı eTtı 


ı re 
(a+?2mw!) 
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la formule suivante: 


» 72 ı Ta ( ' 
j () 
1 f(z2)e® dz ©, e® 
fi) =: Ä — Eee, 
YA) > na () m 7 : (a+2 ıw') a 
ee e pw 


qui, a cause de l’Egalite 


ir (a+2 ) 
e [#7] 7 | N 1x 
u u. Be (z—-a—-2mo'), 
ir ı7ı 2 -) FE. .) 0) a 
a+?2mw!') u. en “ 
e® nn W 
donne 
y» ’ 12 
| f(z2)e® dz ink 7"=+P : T , \ 
2)—=- ME: A 14: Cor [8 a 2m u) |. 
f( ) )w E71: iz ZA är,. i LAT, ’ ’ 
e () Re e w) 


Ss 


Si l’on remarque maintenant que les parties de l’integrale qui entrent 
dans cette formule et qui correspondent aux droites AB et DC sont £gales, 
on voit qu’on peut Eerire 


f? ı7ıı y» ı tr 2 
| f(:)e® ds f(z)e ® ds 
f(&) ai Im inz Tree inz inz 
e { e w e ER e w 
DA UB 
ae FF ö 7c 1 
— 5— 3 ce |1+6c0t — (ea -a—-2mw | 
ZU s—a - 2 . 


Supposons maintenant, pour fixer les idees, que l’argument de w soit 
. 7T 7T r f® 4 ’ rg‘ vor 
compris entre — > et z. Nous avons deja demontre dans ce Journal (T. CXII, 


p. 119) qu’on a alors, pour tous les points z de la droite DA, 


inz line 
1 1 e ® .. 
nz inz — ins + ir Sn I o 
ee” —e” er 0: e* 


et, pour tous les points z de la droite CB, 
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Done nous avons 


nınr 


d)= 2 Ae" 


T, 7 22 : 7E 
- 5. 28 e"|1+cot, (-a-2mw')|, 
20 m=—a 2) 
ou 
| nenz 
A,= / z)e ” da. 
“ 20, X 4 
DA 


nınrız 


l ’ ee 
A_,= pr / f(2)e ” da. 
CB 


3. Nous allons maintenant chercher les valeurs des integrales qui 
entrent dans les expressions de A, et de A_,. 

Supposons, pour fixer les idees, que la partie imaginaire de ©’ soit 
positive, et considerons le parallelogramme DAA'D' (figure ci-dessus), dont 
les cötes sont egaux a 2» et 2w et qui contient A l’interieur le pöle 
a—2aw. On trouve, en appliquant le theor&me fondamental de la theorie 
des residus, 


naTTz nı7rT 2 nınz 
/fi@)e " ds+ (fe " ds+ /t@e ® da 
DA Aa! ar'p' 
; niTt: _nin fe +2äe) | _ nina 
+ / f(s)ev "ds =Binetke: ” =2inc"kd”e *, 


p' D 


‚wo 


en posant g= e"'»; 


mais 
nin: min: 
(f@)e *" ds= /f()e " ds, 
AA! DD! 
 ninz MR ron _ nina 
/f@e " ds= /f(s+2w)e " ds=g*e / f@)e " ds; 
D! 4’ DA DA 


done 
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et par consequent 


1 rı k q 2na C — (1 
A,= —. e 


7) 1—cq=" 
On trouve de la m@me maniere, en considerant le parallelogramme 
C’B'BC, qui contient & Vinterieur le pöle a+2Pw". 


nwrız - > f n nera 
Zink gritm) cl+t?r 


/f@e ” ds = | e 
CR 


1—c u; 
et par consequent 


isch ger+m g1+5 
A.=> | e 
[77] one 4 i 


Nous avons done la formule suivante 





inkl cc ade 9% 2(n—1)a (2 
f(x) = | + (? 5 : u, 6 
\ uw K > @® G- ha ı1- Ce 7 In 
P 4 { .\Pr y' > 
iu "= , 
Ze ee, | l+icot. z—-a—2mw |. 
BE mmaslı h 2 2 


laquelle a lieu pour toutes les valeurs de x repr&sentees par les points d’une 
zone infinie comprise entre les droites KZ et MN. 

4. Nous allons eonsiderer les consdquences de cette formule. Mais, 
avant de le faire, nous introduirons, pour abreger le langage, les notations 
suivantes. Nous representerons par K, la droite qui passe par le pöle 
a+2mw' et qui fait un angle Egal A argument de » avec l’axe des ab- 
scisses; et nous representerons par (K,,e) celui des demiplans qu’on obtient 
quand on coupe le plan de representation de la variable x par la droite K,,. 
qui eontient le point e. 

Cela pose, la premiere eonsequence qu'on tire de la formule (1.) est 
la formule suivante, qu’on obtient en y posantt ae =0 ep =: 





1. 77 ne7I 
i ei. (z—a) 4 (z—ıa) 
. \ ı TI k e oa n ” qq" { e und 
f(x) ME & l ’ u 2 1 > 
F i v 0 — cu" ee —(cq” 
(2.) n / I 
irık N N, b 
— +2C0 (z—a)l. 
>)o XL Im \ Pr 





laquelle a lieu dans la zone comprise entre les droites K_, et K.. 
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De cette formule on tire une autre formule importante, en ayant 
egard au developpement suivant: 


1 7E l 
= [1-+icot 5 (©—a)| = - — 
n. .. — (2-a) 
1—e® 
ira 2in 3in 
ww w we. w ans 
= l+e re +e rn 
lequel a lieu dans le demi-plan (K,, a+2w'), si l’on continue & supposer 
. . gt 7T \ 
que largument de & soit compris entre —, et 5. Cette autre formule 


-_ D 


est la suivante: 


® nein ner 
ink | * c gl aan, AU: 35 
(3.) f(&) en — | B: e ud n. y 1 e ’ 
() 


In 


a — nn? 
n=0) 97° —6 n—=1 1—c q r 


valable dans la zone comprise entre les droites K, et K.. 
On peut encore €crire les formules, qu’on vient d’obtenir, de la 


ı7T v 


maniere suivante, en posante=e *”: 


] 2 ite en (x atEw!) jr 2 - (z—a) 
TE k x ge er u. 
(4.) f@) = 2w = s TC ” T ! 
BR sin o+2nw' sin — (2—a 
- u Se A re 
ou = +1, quand » est nul ou positif, et <= — 1, quand n est negatif; et 
nin 
ine P (2 -a Wr) 
m 4 N ru h g 20 4. Ber 
fi; 2) = 8 
“ ) / ( / 20 -< 


DT _ 
sin (e+2nw') 
2m 


On tire de cette derniere formule, en y considerant oe comme variable 
et, en posant 
\ —1 ‚ 
f.(2, 0) = KT’ f(a, 0), 
les Egalites 


(x 


gr fı (z, ®). 


Done fı (z,®) est aussi une fonction doublement periodique de v, de 


in 


fi (@,0+2w) = fı (7, v), fi (2,0+2w0)=e ° 


\ u. — — (z—a) i 
seconde espece, dont les multiplicateurs sont 1lete ® ‚ dont les periodes 


sont encore 2» et 2w', et dont les pöles sont les nombres 2nw'. La 
formule (5.) fait aussi voir que le residu de f, (x, o) par rapport au pöle 0 
est egal A Vunite. Nous avons done encore la formule 
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sk ,., (2-«) nd 
.) ü e a 
—_ (v) n — LS. . TE > I 
sın (rt a—+- zno 
YA) 


6)  f@= 


) 


valable pour toutes les valeurs de x et pour les valeurs de ® representces 
par les points de la zone comprise entre deux droites qui passent par les 
points d’affiıxe 0 e 2» et dont V’inelinaison sur l’axe des abseisses est egale 
a Vargument de K; et la formule 


nı’Tl ı /I 


B I ie a . PER 
sın Tr —(Ad+Znw |) sın Ü 
KA, 


'alable aussi pour toutes les valeurs de « et pour les valeurs de o representees 
par les points de la zone comprise entre deux paralleles aux droites anterieures, 
mendes par les points d’affixe —2w' et 2, 

Les formules qu’on vient d’obtenir sont @quivalentes A des formules 
connues; nous ne nous y arreterons done plus, et nous passons A considerer 
celles qui r&esultent de (1.) en y posant «= x, ou P=x. 


5. Soit # argument de eg”. On a alors 
|1-eg”| = |1-—|eg” | (cos #+i sin 9)| 


—- Y1-2Je||g|” 


cos d+/je\|gq| 


| Yon 


> 1-2 Jellgl"+lel|a| 
et par consequent 


) . 
| 


1-eg"?>T1-lellgl”] 
ou 
11-eg"j>|1-[ellg®"]. 


Mais, |q | &tant < 1, nous pouvons donner A n, une valeur assez grande 
pour qu’on ait |e|jg”|<1, quand n —>n;; et alors on a 


(A) 11-09") >1-Jellg">1-Jellgl" 


\ 


quand n >.n.. 
Cela pose, considerons la serie 
L Saale (1-+/) u (z—.a) 


=: .— 
n=ı 1—cg‘ 
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qui entre dans la formule (1.), laquelle peut &tre decomposee dans les 
sommes 


n— g’r -1) (1+/A) -- (2 — a) 
= 1 r-@ g’ 6; 
L ya —1)(1+/2) TE (ea) 
B. j 27 | f 
nn; 1—cg’” 
e = (x — a) 
La premiere somme tend vers - pary quand 3 tend vers Vinfini. 


Au moyen de linegalite (A.) on voit que les valeurs des modules des 
termes de la deuxieme somme sont inferieures aux valeurs des termes corres- 
pondantes de la progression g&ometrique 


nirt 


L g’%—-1)0+2) _ - (2a)! 
. [47) 
P f | In e 5 
„= 1—jel ig” 
dont la raison est @gale A 
2(149) | (aa)! 
& Pr [17] . 
|" *”|le ; 


et, comme on peut donner A %' une valeur assez erande pour awon ait 
l » ] 


ira PR >! 


|2U+A| !, w je 
elle 2 





quand #7’, on voit aussi que la somme de cette progression est alors egale A 


n,irı 
\’m-Da+r2)| e- a5 (z—.a) 


r | A ih ' 
1—te} [g]®] [1—jg1?0+0 je” |] 


et qwelle tend vers zero quand ? tend vers linfini. 
Nous avons done 


ı7ı | 
- 
(v) 


. e 
lim |S| = 5 
=» 1—cgq 

Si l’on remarque maintenant que |eg’|”*' tend vers zero quand 
tend vers linfini, lors qu’on a Jeg’|<Z1, on tire de la formule (1.), en y 
posant a = 0 et? = %, le developpement suivant: 
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i (a 5 
inkl 2 e 
(6.) j g; w B Lmeg | 





ich . er 7 \ Mr 
J = 6 | r?CcoOL -——-(\T—- 04 —zmw 
20 20 
valable dans le demi-plan (K_,®) et applicable quand |e<gq 
io 
En posant ce=e *” , on peut &erire cette formule de la maniere 
suivante: 
iz sch — eg 
fa) u 
na 20 u; I in 
sın , O--Znw ) 
u \ Zi) 
(1.) 
4 
.7 | ) 
en (x ji pP 
e [677 — 
a Fr 
sın (r—a—2no') 
20 





6. Pour determiner les valeurs qw’on peut donner & ® dans cette 


formule, on doit remarquer que linegalite |eg’| <-1 peut &tre &erite de la 
maniere suivante: 

| ir 

| -Ze-2un! 

e u l, 


ou, en repr&sentant par 9,6 et les arguments de w, w' et o. 


f 


o| sin (7-06) < 2 |w'| sin (0 —®), 





Done la distance du point d’affıxe »o A la droite qui passe par l'orieine 
| | 


et fait un angle Egal & # avee l’axe des abseisses, doit &tre plus petite que 
la distance du point d’affixe 20" ä la m&@me droite. En representant done 
par Z, la droite qui passe par le point d’affixe 2nw' et qui fait l’angle 6 
avec l’axe des abseisses, on peut dire que la formule anterieure est valable 

. . . TE 7T 
dans le demi-plan (Z,, —%®). On suppose toujours # eompris entre — „ et 5. 


Dans le cas partieulier olı a s’&vanouit, le developpement pre&cedent est 
applicable dans la region du plan situce au-dessus de K_,. pour ce qui 
concerne x, et dans la region du plan situde au-dessous de Z,, pour ee qui 
eoncerne v. 

7. On a vu deja (No.4) que AT’ f(x) est une fonetion doublement 
periodique de v, dont les periodes sont 2w et 2w', les multiplieateurs 1 et 

Journal für Mathematik Bd. CXXV. Heft 4. 40 
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e 


ı Tı 
— (z 
w 


-a) 


‚ et les pöles les nombres 2nw 


fonctions doublement periodiques. 


. Ona vu aussi que le r&sidu de cette 
fonetion par rapport au pöle 0 est Egal al. 


Si on pose donc dans la for- 


mule anterieure a = (0 et que l’on change ensuite z en» etvo en z—a, on 


obtient la formule 


(x — u) L 
y' 


2 0) Nn=( 


si 


(8.) 


= e 





=. & (v + w') 
e u) 


n 5 (2—a+2no') 
w 


net, 
z=— a 


“) 


ı TTV w') 


e 


u) 


ws 


2 


0) 


|| 


FE 
u (v—2no') 
20 


— 


valable dans le demi-plan (L_,, ©), pour ce qui concerne ®, et dans le 


demi-plan (K,,— ©), pour ce qui conce 


ne I. 


8. Considerons le cas partieulier ot l’on ale|<<1. Alors la formule (6.) 


peut encore &tre &erite de la maniere suivante 





nein 


; (z—a) 
f(a) ink [ 1 Me, 
2) = > - 
(9.) \w) o 1L2(1—e) Pe 1—cg 
5 ce" cot” (2—a 2nw')| 
— : co z—a—2Znw )|, 
2 nu 2 
RL... 
ou encore, en posante=e , 
in® ee 
k sch 2@ 1 = e ” | 
f(«) = 2o . TE® MEER 7 
\ = 2sin — "sin — (9 +2nw') 
(10.) 2 2 
N & nin® 
7 Are TE 
I U a z—a—2nw). 
r 2 K 20 ( ) 





(!ette derniere formule est 


applicable dans le demi-plan (L,, —®). 


9. Nous allons maintenant chercher les formules qui r&sultent de (1.) 


en \ posant a == 8, 


Considerons, pour cela, la serie 


y 


— 
cc, 


== 


q’ (n--1) « 


ı 1—ceg7 


nıTt 


Pr (z—a) 


ın " 
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On voit, en premier lieu, comme dans le cas de la serie S consideree 
anterieurement, qu’on a 


1-eg"l>{[lellg"—1.. 


Mais, comme |gq|<<1, on peut donner An, une valeur qui fasse 


quand n =n,; et alors nous avons 
j1—-ceq""!>[|elig|""—1 
quand n —n.. 
Cela pose, decomposons la serie s dans les sommes 


nen 


n ur, eam)e n (z—a) 
y 
Aa zn ' 7 
n 1 1 —tC q . 
et 
n PER Bere ii 
a u a 
u. 4-04": 
: - ) 
. ER e 
La premiere somme tend vers la limite ‚,„ quand « tend 
: C q “ 


vers linfini. 
Les valeurs des modules des termes de la deuxieme somme sont 
inferieures aux valeurs des termes correspondants de la progression geo- 


metrique 
#4, Men 0“ 
"A ern var e 
n N ( 4 ! —] 
dont la raison est 
19, ne (x - ) 
191°” je” 


On peut done donner a « une valeur assez grande pour qu’on ait 
| in 
gl je” 


quand «—«'; et alors le module de la somme eonsideree sera inferieur A 


(x | 
| 


1 


lei 2 9 —(z 
[leiig 2 1][1-|g[?« e " 


et tend, par consequent, vers zero quand « tend vers l’infini. 
40* 
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Li 




































in 
(x a, 
| ur e” 
Done la somme s tend vers la limite wre. quand & tend vers 
infini. 
10. Nous pouvons maintenant voir ce qui arrivera lorsqu’on pose en 
(1.) 9 -- ), a = Rx, 


I" cas. Soit |je| >1. On a alors aussi |e| > |gq|’; et la formule (1.) 


Fr 


donne la suivante: 





N ı7ı h 8 Cd an (W (r—.a) 
f(&) ni | >> N I > e | 
\ w 1,=ı 1—cgqg°" 
(11.) 
isch % ug 2: 
— y' u. a * . f >. & fa \ 
Im - ( I: u) Got Im \T ad 2mw ') e 


valable dans le demi-plan (K,, — ®). 
On peut &erire encore cette formule de la maniere suivante: 


pe nın 
TE © r u (x a— (u’) 
sch u 7 . e ® 
FAR l; 1 »« 7T 
u (e—2nw') 
2 2w 
12.) 
\ u.) B 
. MOTE (» Wr) 
-,,@ ') . rg 
F@* z = 
"sin „- (—a+?2mw') 
20 _ 





Cette formule est valable dans le demi-plan (Z,, ®©), pour ce qui 
concerne v; et dans le demi-plan (K,, —%), pour ce qui concerne «. 
On peut enfin €erire la formule (11.) de la maniere suivante: 


nin 


i7T® - (z—a— ol 
\ sık j | = e - 
ff L) u 9) e + P > 
20 TEV ., 7E 
.) - n=—L1 . m 5) N 
2sin , sin „ - (v—2no') 
- 2w 20 
] nı/L ® 
sk © a TC : u 
+58." ne -ar2n): 
20) n 0 4 


> !q|‘, la formule (1.) donne, en y 





2" cas. Si je] <1 et aussi |e 


am k - y Cı In ie (x — (1) 
f(&) — L 7 | B> 1 e r | 


MM) wu L—ecg°’" 


Bu Se 2 7t , ’ 
— PS [öcot (z—-a+2nw)—| i 
2 n—= 0 2)w N 2 


valable dans le demi-plan (K,,— *). 
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On peut encore &erire cette formule de la maniere suivante: 


BETE _ 
ın (r 
stk = . e 
f(x) — . e m 
\ I r — Pr 
ad v) N 0) . } ! 
sin (— 2no) 
2 
4 
(a ) F e 
e” > ) 
‚ 7I ) , 
sın ) r—Ad-+- ZN 


ou v9 represente laffixe d’un point quelconque de la zone comprise entre les 
droites Z, et Z_,. Üette formule coineide avec (8.): elle est done appli- 
cable dans une aire plus large, pour ce qui eoncerne ®, que celle que donne 
la methode au moyen de laquelle on vient de la trouver. 
11. Supposons maintenant qu’on ait 
a >|el >|gql.. 
La formule (1.) donne alors 


h ich = u TE ,j 
> \ "/ h De Zur xy MT ze > r — .) 
(B.) f T) = C | ] ricol u Mi aA—Zmw j 
lorsque le] Yu 13 
( \ ich u . t TUT , >) 1 | 
ze) = — C CO GG zmu 
/ / N >)w N - 


lorsque Je] <1. 
Ces developpements sont valables dans tout le plan de representation 
de la variable x et peuvent encore &tre Eerits de la maniere suivante: 


a / \ ch eh, ‚ ) «4 e 
[(®) u .) e u 
2 ur Tv, \ ” 
sin > (® a zn 
zw 
et 
ı n 
n / TT IR > ( s ) . e 
f(@) = 5 &" R 
j KA) Y . I .) 
sin 2 d zn 
KAT, 


Dans la premiere formule on doit donner A » les valeurs representees 
par les points de la zone comprise entre les droites Z, et Z,, et dans la 
deuxieme les valeurs representees par les points de la zone comprise entre 
les droites 4, et L .. 
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La premiere de ces formules coincide avec (5’.). La deuxieme ne 
differe pas essentiellement de la premiere, puisqu’on passe de la deuxi&me 
ä la premiere au moyen de la formule 


ı,70Q 


— — a) 
fav)=e"  fino—2w). 
12. Considerons maintenant le cas oü |c| = 1. La formule (1.) donne 
alors, en y psantt a= x et =, 


} k . Fe 1 “ 7t N 
f(«) — lim ’- "me  . (14 i cot 5 (-a—2mw'))]. 


(x 


Dans le cas partieulier oü c=— 1, ona, en supposant que « soit un 
nombre entier pair, egal A 2t, 
f@) = [1-im 3 (- 1)" (1+icot - (@-a-2mo'))] 
Fn 2w tn m=—!t 20 , 
et, en supposant «= 2t +1, 
ie ick | . nu m y 7E [4 ! | 
(=, |l-!-in 2,0) (1+ieot z”. (@-a—2mw'))|. 


Ges deux formules donnent, en r@unissant, dans chacune, les termes 
eonseeutifs, deux & deux, 


Pe _ ick 
(13.) f@) #,, 
f ' 
_ntnk i N 0) 
we | 2o < j 


EEE i RL, Hi se 
sin 5, (£—a—2mw') sin pr (—a—2(m-+1)w') 


ou m est un nombre pair dans le cas du signe superieur et impair dans le 
cas du signe inferieur. 

La premiere des formules considerees donne encore, en re&unissant 
les termes conseeutifs, deux & deux, except& celui qui correspond A m = (0, 


ck [ 7c 
f(@) = 5, |‘ 5, (2 —a) 
o' 
; sine 
(14.) = u. I (e a 
sin „— [2 —a—2(2n—1)o'] sin „- [e—a—4no'] 
2ow 20 
! 
’ sin 7x 
= 167] 
ee < ” tv y 2») ! .> 7U / ! 
sin 5 |e—a+2(2n—1)w'] sin pr [e—a+4nw'] 
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13. On peut encore deduire de (1.) un autre developpement de f(x). 


applicable aussi lorsgque e=— 1. En effet, si !’on y pose «=, il vient 
: J 1 a 2( 1) ni 2 
ick . an O. r- 
f; » PER Lupe 1 0. | } 20 x 1 „@ 
2) = ' J e 
f{ ) ( ) MN ) 4 q 2. 1 + q -In 
Be 
22 q (a +1) y 4 | e A) 
==] 1 7 Aa 
ich e sch ’ TC | 
or a) > m Ri; ah 7 m -__ = >) l 
u. = r ( 1) Be VE N 1)" cot pe (—a—2mw ’), 
et, en posant ensuite < = ©, 
f(z) = .. lim 5 (-1)" et (e-a-2mw') 
/ 2 7 pn m ni x e 2 . ” )* 


14. On peut changer les röles des p£riodes 2w et 2w' dans la 
formule (1.) et dans celles qui en d@coulent, ce qui conduit & un nouveau 
geroupe de formules, comme on va voir. 


Considerons la fonetion 


F(&)=f(x)e :”, 


ou u = log e. 


On a, en posant cs, = e 


F(c+2 ev) = Fi), 


F(z-20) = e®, F(x) = c, F(@). 


Si l’on applique maintenant la formule (1.) a la fonetion F (x) et que 


l’on remarque que son residu par rapport au pöle a est egaläke '”, on 
trouve la formule suivante: 
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ä 107 
ırı 


Dans cette formule on ag =e ”, et par consequent || <-1. 
On tire de cette formule des consequences analogues A celles qu’on 
tire de la formule (1.) 


Considerons, en partieulier, le cas oü e=—1, et par eonsedquent 
= in 
Alors Je,||g,| = 1, on aura done 
=? - | ma i | — 
>>, Jal>ı. 
Nous pouvons done appliquer la formule (B.), qui donne 
- ] irı(z a 
R L 7 vr nd = r 7T 
fa) + 54 %e% m. 14: 00 — (© a+2mo)| 
ü 20) 7 L 40 P 
ou 
N m sch . 1 
(16.) f(&) . Im! P m: 
ei; U 77 —— S . £ 
sin ; (2 —a+2mo) 
20 


On trouve cette formule dans l’ouvrage de Briot et Bouquet (p. 287). 

15. Nous ne terminerons pas ce que nous avons ici & dire sur le 
developpement des fonctions doublement periodiques de seconde espece en 
serie trigonometrique sans remarquer que de l’Egalite (1.) et de ce qu’on a 
dit dans les n® 5 et 9 on conelut que la formule 


A ; ner 
na’ ga - (z—ı) 


’ ink f[ % 
f(x) au | P x 1 5 e [77] 
x oo L,zu 1—-eg”" 


nin 


r In Ku „gt E An 

n q 2 (I-+, ) C! } 1 (x ı) 
| 2n e 

n—] >» q 


4 
(—-a-2mw))|, 
2‘ 


ick q 
2c 


—_ PER a E +3? eot 
al 


zo 


ou N,,2,,c,f' sont des nombres qu’on determine d’apres ce qu’on a dit 
dans les n° mentionnes, represente f(x) avec une approximation plus grand 
que le nombre donne par l’expression 


ne Tl 


mn 4 "| le 29) de | 


, (2 —a) 
a-Iellgl®"]-Igle +] ie 
| ER u 
| ER le w | | | 
R ae] 


a -ı 
1-Jellal?*] 111g?) ie“ 
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16. Pour faire une application des formules pr&ec&dentes, eonsiderons 
la fonetion, &tudice par Jacobi et Hermite 
fie) = H(0o)@(x+4e) 
““ H(v)© (2) 
qui satisfait aux conditions 


f(c+2K) = f(e), 


ı’ı® 


f(x + 2 N KN => ® Ä f(&), 


et admet le pöle —iK dans un paralllogramme des periodes, auquel 
eorrespond le residu 


ine 


k = e . . 


En posant alors dans la formule (5.) 


ın?r Ä' 
„ . r n . vi 
„ehe ee, ie ",u- ik. 
on obtient la formule 
nı’ız 
n 7 " e # 
f(®) a 5 4 z& 
. >: A 7 


Sn, (v+2nik’) 


valable dans tout le plan, pour ee qui eoncerne e, et dans Ja zone comprise entre 
les droites A, et K,, qui passent par les pöles —iK et iK et dont V’inelinaison 
sur Vaxe des abseisses est egale A argument de K, pour ce qui concerne ır. 

La formule qu'on vient d’obtenir fut donnee par Hermite dans son 
beau et important M&moire — Sur quelgues applications des fonctions ellip- 
tiques (1885, p. 19). 

Appliquons la formule (7.) a la m&@me fonetion; si l’on eonsidere 
maintenant le parallelogramme des periodes qui contient le pöle ik’, et 
que l’on pose, par consequent 


ını 
k = 6& an ad = ik. 
il vient 
an ninz 
71 FL. e K 
f)=- 41 2 
A OP 
_ SM 57 (e+2nih) 
(n+l)in 
in a u y } 
je = 2 — 
a 1 
u” [x (2m -] ıh ; 


Journal für Mathematik Bd. UXXV, Helft 4. 41 
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Oette formule est applieable aux valeurs de x repr&sentdes par les 
points du demi-plan situ& au-dessus de la droite K_, (l’argument de K 


‚ . 7U 7T . . 
etant compris entre —, et 5) Les valeurs qu’on peut ättribuer & vo dans 


la m&me formule sont representees par les points du demi-plan situ& au- 
dessous de la droite Z,, qui passe par le pöle 2:K’ et fait un angle Egal 
iı Vargument de K avec l’axe des abseisses. 
Si l’on applique A la m&me fonction la formule (5'.) on trouve, en 
posant a = —iK, 
(!n+1)in 


inz ri ° 2K (r—iÄA') 


7ı u 3 I) 
ae I 
vr >K [2 +(2n+1)iK'] 


valable pour toutes les valeurs de z, et pour les valeurs de e representdes 
par les points de la zone comprise entre la droite Z, et la parallele Z,, qui 
passe par le point d’affixe 0. 


La formule (8.) donne enfin, en posant a = -iK, 
>, Form 
fe)=3,1e" 2 Ä 
n Pe a [e+(2n+1)ih| 
sın - A „NT 
2h 
* nina 
L N K 
+ 2 - 
"sin SW (e—2nik') 


'alable dans le demi-plan (Z_, ©), pour ce qui concerne ®, et dans le 
demi-plan (K,,— x), pour ce qui eoncerne r. 
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